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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Â êóðñàõ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, ÷èòàåìûõ â ðîññèéñêèõ óíèâåðñèòå-
òàõ (à òàêæå â çíà÷èòåëüíîì ÷àñòè òåõíè÷åñêèõ âóçîâ), ñëîæèëñÿ îïðåäå-
ëåííûé êðóã îáÿçàòåëüíûõ ðàçäåëîâ, áåç êîòîðûõ èçëîæåíèå äèñêðåòíîé
ìàòåìàòèêè íå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ïîëíîöåííûì. Ê òàêèì ðàçäåëàì ñëåäó-
åò â ïåðâóþ î÷åðåäü îòíåñòè ðàçäåëû, ïîñâÿùåííûå áóëåâûì ôóíêöèÿì
è èõ îáîáùåíèÿì � ôóíêöèÿì ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè, êîíå÷íûì àâòîìà-
òàì, ìàøèíàì Òüþðèíãà è âû÷èñëèìûì ôóíêöèÿì. Â ðàçëè÷íûõ êóð-
ñàõ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè äàííûå ðàçäåëû ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû
ïî-ðàçíîìó: ýòî êàñàåòñÿ íå òîëüêî îáúåìà ìàòåðèàëà, âêëþ÷åííîãî â
ðàçäåëû, íî è ñòåïåíè ïîäðîáíîñòè è ïðîðàáîòêè âõîäÿùèõ â íèõ òåì.

Â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå îáÿçàòåëüíûé êóðñ äèñ-
êðåòíîé ìàòåìàòèêè âïåðâûå áûë ïðî÷èòàí Ñ.Â.ßáëîíñêèì íà ôàêóëü-
òåòå âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè â 1971 ãîäó. Â 1979 ã. ïî-
ÿâèëîñü ïåðâîå èçäàíèå ó÷åáíèêà Ñ.Â.ßáëîíñêîãî ¾Ââåäåíèå â äèñêðåò-
íóþ ìàòåìàòèêó¿ [?], à äâóìÿ ãîäàìè ðàíåå � ïåðâîå èçäàíèå ñáîðíèêà
¾Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå¿ [?] Ã.Ï. Ãàâðèëîâà è
À.À.Ñàïîæåíêî. Âïîñëåäñòâèè ýòè êíèãè íåñêîëüêî ðàç ïåðåèçäàâàëèñü
è ïåðåâîäèëèñü íà äðóãèå ÿçûêè. Íå áóäåò ïðåóâåëè÷åíèåì ñêàçàòü, ÷òî
îíè âíåñëè çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ñòàíîâëåíèå è ðàçâèòèå äèñêðåòíîé
ìàòåìàòèêè â íàøåé ñòðàíå.

Íà ôàêóëüòåòå âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ êóðñ
äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè ðàçáèò íà äâå ÷àñòè: ïåðâàÿ � áàçîâàÿ � ÷è-
òàåòñÿ âñåì ïîòîêàì ïåðâîãî êóðñà; âòîðàÿ � ¾Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû
äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè¿ � â ïÿòîì ñåìåñòðå íà âòîðîì ïîòîêå. È åñ-
ëè áàçîâàÿ ÷àñòü íå ïðåòåðïåëà ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ïî ñðàâíåíèþ
ñ êóðñîì (è ó÷åáíèêîì) Ñ.Â.ßáëîíñêîãî (ñîâðåìåííîå èçëîæåíèå ýòîé
÷àñòè èìååòñÿ â êíèãå [?] Â.Á.Àëåêñååâà), òî âî âòîðîé ÷àñòè ïðîèçî-
øëè çíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ. Ïîÿâèëàñü ïîòðåáíîñòü â èçëîæåíèè ýòîé
÷àñòè â âèäå îòäåëüíîãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ.

Â íàñòîÿùåì ó÷åáíîì ïîñîáèè ïðåäñòàâëåíû òðè ðàçäåëà äèñêðåòíîé
ìàòåìàòèêè: ôóíêöèè ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè, êîíå÷íûå àâòîìàòû, ìàøè-
íû Òüþðèíãà è âû÷èñëèìûå ôóíêöèè. Ïîñëåäíèå äâà ðàçäåëà ñîñòàâ-
ëÿþò êóðñ ¾Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè¿, êîòîðûé
àâòîð íà ïðîòÿæåíèè ðÿäà ëåò ÷èòàåò íà ôàêóëüòåòå âû÷èñëèòåëüíîé ìà-
òåìàòèêè è êèáåðíåòèêè. Ðàçäåë ¾Ôóíêöèè ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè¿ âêëþ-
÷åí â ïîñîáèå, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ïîëíîòó è íåçàâèñèìîñòü äîêàçàòåëüñòâ
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íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé äëÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ. Â ïîñîáèå íå âêëþ÷å-
íà ãëàâà ïî áóëåâûì ôóíêöèÿì, ïîñêîëüêó â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ
íåñêîëüêî äîñòóïíûõ êíèã (ñì., íàïðèìåð, [?, ?, ?]), â êîòîðûõ ýòà òåìà
èçëîæåíà äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî.

Ðàçäåë ¾Êîíå÷íûå àâòîìàòû¿ â ïîñîáèè ðàçáèò íà äâå ãëàâû: ¾Êîíå÷-
íûå àâòîìàòû-ðàñïîçíàâàòåëè¿ è ¾Êîíå÷íûå àâòîìàòû-ïðåîáðàçîâàòåëè¿.
Â ïåðâîé èç ýòèõ ãëàâ ñîäåðæèòñÿ ìàòåðèàë, êîòîðûé ñðàâíèòåëüíî ðåä-
êî âñòðå÷àåòñÿ â ó÷åáíèêàõ ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå. Çäåñü ñîáðàíû
ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèé êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ
ìíîæåñòâ: ñîáñòâåííî ÷åðåç êîíå÷íûå àâòîìàòû, ñ ïîìîùüþ ïðàâîèíâà-
ðèàíòíîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè è ÷åðåç ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ
Êëèíè. Ïðèâåäåíû òåîðåìû, ïîêàçûâàþùèå ýêâèâàëåíòíîñòü âñåõ îïðå-
äåëåíèé.

Äðóãàÿ ãëàâà, ïîñâÿùåííàÿ êîíå÷íûì àâòîìàòàì, ñîäåðæèò áîëåå òðà-
äèöèîííûé ìàòåðèàë, êîòîðûé íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò âõîäèò â óíè-
âåðñèòåòñêèå êóðñû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè. Åäèíñòâåííàÿ îñîáåííîñòü
çäåñü ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïîñîáèè äîâîëüíî ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà ñâÿçü
ìåæäó êîíå÷íî-àâòîìàòíûìè ôóíêöèÿìè, îïðåäåëåííûìè íàä êîíå÷íû-
ìè ñëîâà è íàä áåñêîíå÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè (ñâåðõñëîâàìè).

Áîëüøàÿ ÷àñòü ãëàâû ¾Ìàøèíû Òüþðèíãà è âû÷èñëèìûå ôóíêöèè¿
ñîñòàâëåíà èç ðåçóëüòàòîâ, ïîñòîÿííî âõîäÿùèõ â ïîäîáíûå êóðñû äèñ-
êðåòíîé ìàòåìàòèêè. Çäåñü îïðåäåëåíû êëàññ ôóíêöèé, âû÷èñëèìûõ íà
ìàøèíàõ Òüþðèíãà, êëàññ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé è äîêàçàíî
ñîâïàäåíèå ýòèõ êëàññîâ. Êðîìå òîãî, èìåþòñÿ ïàðàãðàôû, ïîñâÿùåííûå
ïîíÿòèÿì P-ñâîäèìîñòè è NP-ïîëíîòû. Â ÷àñòíîñòè, ïðèâåäåíî äîêàçà-
òåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ NP-ïîëíûõ ïðîáëåì (òåîðåìà Ñ.Êóêà).

Ïîñîáèå ñîäåðæèò áîëüøîå êîëè÷åñòâî çàäà÷ è óïðàæíåíèé, ê êîòî-
ðûì äàíû îòâåòû è ðåøåíèÿ.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Â.À. Çàõàðîâó è äîöåíòó
Ä.Ñ.Ðîìàíîâó çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ è Å.À.Êîëìàêîâó � çà ïîìîùü â
îôîðìëåíèè ðèñóíêîâ.
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Ãëàâà 1

ÔÓÍÊÖÈÈ ÌÍÎÃÎÇÍÀ×ÍÎÉ ËÎÃÈÊÈ

� 1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ôóíêöèè ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáîáùåíèå áóëå-
âûõ ôóíêöèé. Ïîýòîìó ìíîãèå âîïðîñû äëÿ ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëî-
ãèêè ðàññìàòðèâàþòñÿ è ðåøàþòñÿ ïî àíàëîãèè ñ áóëåâûìè ôóíêöèÿìè.
Îäíàêî ñóùåñòâóåò ðÿä îñîáåííîñòåé, êîòîðûå õàðàêòåðíû òîëüêî äëÿ
ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè (íà÷èíàÿ ñ ôóíêöèé òðåõçíà÷íîé ëîãè-
êè) è êîòîðûõ íåò ó áóëåâûõ ôóíêöèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì òåîðèÿ ôóíê-
öèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè çíà÷èòåëüíî áîãà÷å è ñëîæíåå òåîðèè áóëåâûõ
ôóíêöèé.

Ââåäåì ðÿä îïðåäåëåíèé. Ïóñòü k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, k > 2 è
Ek = {0, 1, . . . , k − 1}. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå Ek,
ò.å. ôóíêöèè, îòîáðàæàþùèå äåêàðòîâû ñòåïåíè Ek â Ek. Ìíîæåñòâî
âñåõ òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç Pk. Ôóíêöèè èç Pk íàçûâàþòñÿ
ôóíêöèÿìè k-çíà÷íîé ëîãèêè (ïðè k = 2 ïîëó÷àåì áóëåâû ôóíêöèè èëè
ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè). Åñëè Q ⊆ Pk è n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî
ïóñòü Q(n) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç Q, çàäàííûõ íà En

k

(ìíîæåñòâî n-ìåñòíûõ ôóíêöèé èç Q).
Îáû÷íî ïðè îïðåäåëåíèè n-ìåñòíîé ôóíêöèè f èç Pk çíà÷åíèå ôóíê-

öèè f íà (óïîðÿäî÷åííîì) íàáîðå (a1, . . . , an) èç En
k çàïèñûâàþò â âè-

äå f(a1, . . . , an). Â ñâÿçè ñ ýòèì n-ìåñòíóþ ôóíêöèèþ f ïðèíÿòî íà-
çâàòü ôóíêöèåé îò n ïåðåìåííûõ è èçîáðàæàòü â âèäå f(x1, . . . , xn), ãäå
(x1, . . . , xn) � óïîðÿäî÷åííàÿ n-êà ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ xi (1 6 i 6 n) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç i-ãî
ñîìíîæèòåëÿ äåêàðòîâîé ñòåïåíè En

k . Â ÷àñòíîñòè, â íàáîðå (a1, . . . , an)
ïåðåìåííàÿ xi ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ai.

Íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî ôóíêöèé â ìíîæåñòâå P (n)
k . Â ñàìîì äåëå,

âñÿêàÿ ôóíêöèÿ èç P (n)
k îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå En

k , ñîñòîÿùåì èç kn

ýëåìåíòîâ, è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå Ek, èìåþùåì k ýëåìåí-
òîâ. Òàêèì îáðàçîì, çàäàòü n-ìåñòíóþ ôóíêöèþ èç Pk çíà÷èò ïðèïèñàòü
êàæäîìó íàáîðó èç En

k îäíî èç k âîçìîæíûõ çíà÷åíèé. Ýòî ìîæíî ñäå-
ëàòü ðîâíî kk

n

ñïîñîáàìè.
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Äëÿ ëþáîãî n > 1 è ëþáîãî i (1 6 i 6 n) îáîçíà÷èì ÷åðåç eni (x1, . . . , xi,
. . . , xn) ñåëåêòîðíóþ ôóíêöèþ èç Pk, çíà÷åíèÿ êîòîðîé ñîâïàäàþò ñî çíà-
÷åíèÿìè ïåðåìåííîé xi. Èíîãäà, åñëè ýòî íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèþ,
âìåñòî ôóíêöèè eni (x1, . . . , xi, . . . , xn) áóäåì ïèñàòü ïðîñòî ïåðåìåííóþ
xi.

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xi, . . . , xn) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò
ïåðåìåííîé xi, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå çíà÷åíèÿ a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an ïå-
ðåìåííûõ x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn, ÷òî ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé f(a1,
. . . , ai−1, xi, ai+1, . . . , xn) îòëè÷íà îò êîíñòàíòû. Åñëè ôóíêöèÿ f(x1, . . . ,
xn) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïåðåìåííîé xi, òî ïåðåìåííàÿ xi íàçûâàåòñÿ
ñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïåðåìåííàÿ xi íàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííîé èëè ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé

ôóíêöèè f(x1, . . . , xn).
Èç îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííîé çàâèñèìîñòè âèäíî, ÷òî ïðè âû÷èñëå-

íèè çíà÷åíèé ôóíêöèè ðåàëüíî èñïîëüçóþòñÿ ëèøü çíà÷åíèÿ ñóùåñòâåí-
íûõ ïåðåìåííûõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò æåëàíèå îñâîáîäèòüñÿ îò
¾íåíóæíûõ¿ ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ. Åñëè, íàïðèìåð, èçâåñòíî, ÷òî ñó-
ùåñòâåííûìè ïåðåìåííûìè ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ïå-
ðåìåííûå x1, . . . , xm, òî èçáàâèòüñÿ â ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) îò ôèêòèâ-
íûõ ïåðåìåííûõ xm+1, . . . , xn ìîæíî ïî-ðàçíîìó. Ìîæíî, íàïðèìåð, çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèè f ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íà íàáîðàõ (a1, . . . , an), ó êîòî-
ðûõ am+1 = . . . = an = c, ãäå c ∈ Ek. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïîäñòàíîâêå êîí-
ñòàíòû c íà ìåñòà âñåõ ïåðåìåííûõ xm+1, . . . , xn: f(x1, . . . , xm, c, . . . , c).
Äðóãîé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðèäàòü âñåì ïåðåìåííûì xm+1, . . . ,
xn çíà÷åíèÿ îäíîé èç ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm, íàïðèìåð, ïåðåìåííîé x1. Â
òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî ïåðåìåííûå xm+1, . . . , xn îòîæäåñòâëÿþòñÿ

ñ ïåðåìåííîé x1: f(x1, . . . , xm, x1, . . . , x1).
Íà ïðàêòèêå ÷àñòî âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü ¾äîáàâèòü¿ ê ôóíêöèè g(x1,

. . . , xm) ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå xm+1, . . . , xn. Äëÿ ýòîãî èñêîìóþ ôóíê-
öèþ f(x1, . . . , xn), êàê ïðàâèëî, îïðåäåëÿþò ðàâåíñòâîì

f(x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xm),

êîòîðîå ñ÷èòàåòñÿ âåðíûì ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn.
Îäíàêî ñ àëãåáðàè÷åñêîé è ôóíêöèîíàëüíîé òî÷åê çðåíèÿ áîëåå îïðàâ-
äàííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñåëåêòîðíûõ ôóíêöèé. Èìåííî,
ïåðåõîä îò ôóíêöèè g ê ôóíêöèè f âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ¾ðåãóëÿð-
íîé¿ ïîäñòàíîâêè ñåëåêòîðíûõ ôóíêöèé â ôóíêöèþ g:

f(x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xn) = g(en1(x1, . . . , xn), . . . , e
n
m(x1 . . . , xn)).
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Ïóñòü Q � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç Pk. Ââåäåì ïîíÿòèå ôîð-
ìóëû íàä Q. Îäíîâðåìåííî âñÿêîé ôîðìóëå íàä Q áóäåò ñîïîñòàâëåíà
ôóíêöèÿ èç Pk, êîòîðàÿ ðåàëèçóåòñÿ ýòîé ôîðìóëîé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ôóíêöèè èç Q èìåþò èíäèâèäóàëüíûå îáîçíà-
÷åíèÿ. Åñëè ñèìâîëîì f îáîçíà÷åíà n-ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ èçQ, à x1, . . . , xn
ñóòü ñèìâîëû ïåðåìåííûõ, òî âûðàæåíèå f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ôîð-
ìóëîé íàä Q. Ôîðìóëå f(x1, . . . , xn) ñîïîñòàâëÿåì ôóíêöèþ èç Q, èìå-
þùóþ îáîçíà÷åíèå f . Ãîâîðèì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ðåàëèçóåòñÿ ôîðìóëîé
f(x1, . . . , xn).

Äàëåå, åñëè ñèìâîëîì g îáîçíà÷åíà ôóíêöèÿ èç Q îò m ïåðåìåííûõ,
à Φ1, . . . ,Φm � ëèáî ôîðìóëû íàä Q, ëèáî ñèìâîëû ïåðåìåííûõ (íå
îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå), òî âûðàæåíèå g(Φ1, . . . ,Φm) åñòü ôîðìóëà íàä
Q. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûðàæåíèÿì Φi, îòëè÷íûì îò ñèìâîëîâ ïåðåìåí-
íûõ, óæå ñîïîñòàâëåíû ôóíêöèè fi. Åñëè âûðàæåíèå Φi ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñèìâîë ïåðåìåííîé xj, òî ñîïîñòàâèì åìó ôóíêöèþ fi(xj), ðàâ-
íóþ ïåðåìåííîé xj. Òîãäà ôîðìóëå g(Φ1, . . . ,Φm) ñîïîñòàâèì ôóíêöèþ
g(f1, . . . , fm), ðåàëèçóåìóþ ýòîé ôîðìóëîé.

(Â ýòîì ìåñòå íåîáõîäèìî ïîÿñíèòü, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèÿ,
êîòîðàÿ ðåàëèçóåòñÿ, íàïðèìåð, ôîðìóëîé

g(f1(x
1
1, . . . , x

1
n1

), . . . , fm(xm1 , . . . , x
m
nm

)), (1.1)

ãäå ôóíêöèè g, f1, . . . , fm ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè, à ïåðåìåííûå x1
1, . . . ,

xmnm íå ïðåäïîëàãàþòñÿ ðàçëè÷íûìè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåìåííûå
x1

1, . . . , x
m
nm

âûáðàíû èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x1, x2, . . . (â èíûõ ñëó÷àÿõ
ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ x1

1, . . . , x
m
nm

ñ÷èòàåì ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì).
Ïóñòü, íàïðèìåð, ýòî ïåðåìåííûå xi1, . . . , xil, ãäå i1 < . . . < il. Òîãäà
ôîðìóëà (1.1) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ h(xi1, . . . , xil), çíà÷åíèÿ êîòîðîé âû-
÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà (a1, . . . , al)
èç El

k (çíà÷åíèå aj ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåííîé xij) îáðàçóåòñÿ m íàáî-
ðîâ ã1, . . . , ãm, êîòîðûå îòâå÷àþò íàáîðàì ïåðåìåííûõ (x1

1, . . . , x
1
n1

), . . . ,
(xm1 , . . . , x

m
nm

). Çàòåì ê íàáîðàì ã1, . . . , ãm ïðèìåíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
ôóíêöèè f1, . . . , fm. Ïîëó÷àåòñÿ íàáîð çíà÷åíèé (b1, . . . , bm), ê êîòîðîìó,
â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ g.)

Åñëè ôóíêöèÿ f ðåàëèçóåòñÿ ôîðìóëîé, â ñîñòàâ êîòîðîé ïîìèìî ñèì-
âîëîâ ïåðåìåííûõ âõîäÿò òîëüêî ñèìâîëû ôóíêöèé f1, . . . , fs, òî ãîâî-
ðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ (èëè îáðàçîâàíà) ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé

f1, . . . , fs. Âîîáùå, ïîä îïåðàöèåé ñóïåðïîçèöèè ïîíèìàþò (÷àñòè÷íóþ)
îïåðàöèþ, êîòîðàÿ, èñïîëüçóÿ ôîðìóëüíóþ âûðàçèìîñòü îäíîé ôóíêöèè
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÷åðåç äðóãèå, ïîçâîëÿåò ïî êîíå÷íîìó íàáîðó ôóíêöèé F îïðåäåëÿòü íî-
âóþ ôóíêöèþ, ðåàëèçóåìóþ ôîðìóëîé íàä F .

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè ÿâëÿåòñÿ îòîæ-
äåñòâëåíèå ïåðåìåííûõ. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ g(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn)
ïîëó÷åíà èç ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) îòîæäåñòâëåíèåì i-é è j-é ïåðåìåí-

íûõ (1 6 i < j 6 n), åñëè

g(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xj−1, xi, xj+1, . . . , xn).

Áîëåå ñëîæíûå ñëó÷àè îòîæäåñòâëåíèÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ïîëó÷à-
þòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì âûïîëíåíèåì îòîæäåñòâëåíèé äâóõ ïåðåìåííûõ.

Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííûõ âûøå îïðåäåëåíèé, ââåäåíèå îïåðàöèè ñó-
ïåðïîçèöèè íà îñíîâå ïîíÿòèÿ ôîðìóëû ñîäåðæèò íåêîòîðûå òðóäíîñòè.
Ïðåæäå âñåãî, ýòî êàñàåòñÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé, ðåàëèçóåìûõ ôîð-
ìóëàìè âèäà (1.1). Áûëî áû ãîðàçäî óäîáíåå, íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàòü
ôîðìóëû âèäà

g(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)).

Îäíàêî ïðè ýòîì åñòü ðèñê ïîòåðÿòü â îáùíîñòè: ôóíêöèè f1, . . . , fm
âîâñå íå îáÿçàíû çàâèñåòü îò îäíèõ è òåõ æå ïåðåìåííûõ.

Ñóùåñòâóåò ïî ìåíüøåé ìåðå äâà ïóòè âûõîäà èç ýòîãî ïîëîæåíèÿ.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íàðÿäó ñ êàæäîé ôóíêöèåé ó íàñ èìåþòñÿ âñå ôóíê-
öèè, ïîëó÷åííûå èç íåå ââåäåíèåì íåñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Äðóãîé
ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû èçíà÷àëüíî (íàïðèìåð, ïðè îïðåäåëå-
íèè çàìûêàíèÿ) ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñèñòåìû ôóíêöèé, âêëþ÷àþùèå
âñå ñåëåêòîðíûå ôóíêöèè. Âòîðîé ïîäõîä ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ¾àëãåá-
ðàè÷åñêèì¿. Îí íå ñîäåðæèò íåêîòîðûõ ïðîòèâîðå÷èé, ïðèñóùèõ ïåð-
âîìó ïîäõîäó, îäíàêî òðåáóåò íàëè÷èÿ ìíîæåñòâà ¾âñïîìîãàòåëüíûõ¿
ñåëåêòîðíûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü Q ⊆ Pk. Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà ôóíêöèé Q íàçûâàòñÿ ìíî-
æåñòâî âñåõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîæíî ðåàëèçîâàòü ôîðìóëàìè íàä Q.
Èíûìè ñëîâàìè, çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Q ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé, êî-
òîðûå ÿâëÿþòñÿ ñóïåðïîçèöèÿìè ôóíêöèé èç Q. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà
Q áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [Q]. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé Q íàçîâåì (ôóíê-
öèîíàëüíî) çàìêíóòûì, åñëè [Q] = Q. Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà ïðèíÿòî
òàêæå íàçûâàòü çàìêíóòûìè êëàññàìè.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ çàìûêàíèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè (äàëåå Q,R � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà ôóíêöèé èç Pk):

1. Q ⊆ [Q];
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2. Åñëè Q ⊆ R, òî [Q] ⊆ [R];
3. [[Q]]=[Q].

ÏóñòüQ� çàìêíóòûé êëàññ èR ⊆ Q. Ãîâîðÿò, ÷òîR ÿâëÿåòñÿ ïîðîæ-

äàþùåé ñèñòåìîé â êëàññå Q (èëè R ïîðîæäàåò Q, èëè R ïîëíà â Q),
åñëè [R] = Q. Çàìêíóòûé êëàññ Q íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäàåìûì,
åñëè îí èìååò êîíå÷íóþ ïîðîæäàþùóþ ñèñòåìó. Áàçèñîì çàìêíóòîãî
êëàññà íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïîðîæäàþùàÿ åãî ñèñòåìà, êîòîðàÿ ïåðåñòàåò
áûòü ïîðîæäàþùåé ñèñòåìîé ïîñëå óäàëåíèÿ ëþáîé ïðèíàäëåæàùåé åé
ôóíêöèè.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî ôóíêöèé â ìíîæåñòâå P (n)
k , ñóùåñòâåííî çàâèñÿ-

ùèõ îò âñåõ ïåðåìåííûõ.

� 2. Ñòàíäàðòíûå ïîëíûå ñèñòåìû

Ïóñòü k > 2. Äëÿ ëþáîãî i ∈ Ek ïîëîæèì

Ji(x) =

{
k − 1, åñëè x = i,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Íàðÿäó ñ ôóíêöèÿìè J0, . . . , Jk−1 â òåîðåìå 1.1 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëå-
äóþùèå ôóíêöèè èç Pk: êîíñòàíòû 0, 1, . . . , k − 1 (èõ ìîæíî ñ÷èòàòü
ôóíêöèÿìè îò îäíîé ïåðåìåííîé), ìèíèìóì min(x1, x2) è ìàêñèìóì
max(x1, x2). Ôóíêöèè min è max îò îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ïîëó-
÷àþòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóìåñòíûõ ôóíêöèé î÷åâèäíûìè ñóïåðïî-
çèöèÿìè.

Òåîðåìà 1.1 (î ðàçëîæåíèè ôóíêöèè ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé). Äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) èç Pk ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f(x1, . . . , xn) = max{min(J0(x1), f(0, x2, . . . , xn)), . . .

. . . ,min(Jk−1(x1), f(k − 1, x2, . . . , xn))}. (1.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèäàâàÿ ïåðåìåííîé x1 ïîñëåäîâàòåëüíî çíà÷å-
íèÿ 0, 1, . . . , k − 1, íåïîñðåäñòâåííî óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñîîò-
íîøåíèÿ (1.2).

Ñëåäñòâèå 1 (î ðàçëîæåíèè ôóíêöèè ïî âñåì ïåðåìåííûì). Äëÿ ëþ-
áîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) èç Pk èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå
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f(x1, . . . , xn) = max{min(J0(x1), . . . , J0(xn), f(0, . . . , 0)),

min(J0(x1), . . . , J0(xn−1), J1(xn), f(0, . . . , 0, 1)), . . .

. . . ,min(Jk−1(x1), . . . , Jk−1(xn), f(k − 1, . . . , k − 1))}. (1.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ðàçëîæåíèå (1.2) ïî ïåðåìåííîé x2 ê
ôóíêöèÿì f(0, x2, . . . , xn), . . . , f(k−1, x2, . . . , xn), çàòåì � ïî ïåðåìåííîé
x3 ê îáðàçîâàâøèìñÿ ôóíêöèÿì

f(0, 0, x3, . . . , xn), f(0, 1, x3, . . . , xn), . . . , f(k − 1, k − 1, x3, . . . , xn)

è ò.ä. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåì ëåãêî ïðîâåðÿåìîå òîæäåñòâî

min(x,max(y, z)) = max(min(x, y),min(x, z)).

Ñîîòíîøåíèå (1.3) ìîæíî ïðîâåðèòü è íåïîñðåäñòâåííî, ïîäñòàâëÿÿ â
ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (1.3) ïîñëåäîâàòåëüíî âñå kn íàáîðîâ èç En

k .

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè ëþáîì k > 2 ñèñòåìà ôóíêöèé

0, 1, . . . , k − 1, J0(x), . . . , Jk−1(x), min(x1, x2), max(x1, x2) (1.4)

ïîëíà â êëàññå Pk.

Ôîðìóëó (1.3) ìîæíî çàïèñàòü áîëåå êîìïàêòíî, åñëè ôóíêöèþ max
îáîçíà÷èòü ÷åðåç ∨, à ôóíêöèþ min � ÷åðåç &:

f(x1, . . . , xn) =
∨

(σ1,...,σn)∈En
k

Jσ1(x1) & . . .& Jσn(xn) & f(σ1, . . . , σn). (1.5)

Ïðåäñòàâëåíèå (1.5) åñòü îáîáùåíèå õîðîøî èçâåñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
áóëåâûõ ôóíêöèé â âèäå ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîð-
ìû. Ïðè ýòîì ôóíêöèþ f ìîæíî ñ÷èòàòü îòëè÷íîé îò òîæäåñòâåííîãî
íóëÿ, à â ôîðìóëå (1.5) ñëåäóåò îïóñòèòü äèçúþíêòèâíûå ñëàãàåìûå, â
ñîñòàâ êîòîðûõ âõîäèò ñîìíîæèòåëè f(σ1, . . . , σn), ðàâíûå 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x̄ îòðèöàíèå Ïîñòà � ôóíêöèþ x+1, ãäå ñëîæåíèå
ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî ìîäóëþ k. Îòìåòèì, ÷òî ïðè k = 2 îòðèöàíèå Ïîñòà
ñîâïàäàåò ñ áóëåâûì îòðèöàíèåì x̄.

Ñëåäñòâèå 3. Ïðè ëþáîì k > 2 ñèñòåìà ôóíêöèé {x̄,max(x1, x2)}
ïîëíà â êëàññå Pk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, êàê ñóïåðïîçèöèÿìè ôóíêöèé ñèñòåìû
{x̄,max(x1, x2)} ïîëó÷èòü âñå ôóíêöèè ñèñòåìû (1.4).
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Ïðåæäå âñåãî, ñóïåðïîçèöèÿìè ôóíêöèè x̄ îáðàçóåì ôóíêöèè
x + 2, x + 3, . . . , x + k − 1 (âñå ñëîæåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïî ìîäóëþ k) è
ïðîâåðÿåì, ÷òî

max(x, x+ 1, . . . , x+ k − 1) = k − 1.

Èç êîíñòàíòû k− 1 ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè x̄ ïîëó÷àåì âñå îñòàëüíûå êîí-
ñòàíòû: 0 = (k − 1) + 1, 1 = 0 + 1, . . .. Äàëåå ïðîâåðÿåì, ÷òî

J0(x) = max(x, x+ 1, . . . , x+ k − 2) + 1.

Â ñàìîì äåëå, åñëè x = 0, òî max(0, 1, . . . , k−2)+1 = (k−2)+1 = k−1.
Åñëè æå x 6= 0, òî x+ (k− 1− x) = k− 1 è ïîòîìó max(x, x+ 1, . . . , x+
k − 2) + 1 = (k − 1) + 1 = 0 (ïî ìîäóëþ k).

Òåïåðü ïðè i 6= 0 ïîëó÷àåì Ji(x) = J0(x+k−i). Åñëè æå 0 6 i 6 k−2,
òî ïóñòü

gi(x) =

{
k − 1− i, åñëè x = i,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

(îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ g0 ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé J0). Ëåãêî óáåäèòüñÿ â
òîì, ÷òî èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

gi(x) = k − i+ max(Ji(x), i).

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç ∼ x ôóíêöèþ k− 1−x (îòðèöàíèå Ëóêàñåâè÷à), ïîëó-
÷àåì

∼ x = max(g0(x), . . . , gk−2(x)).

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

min(x1, x2) =∼ max(∼ x1,∼ x2).

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V (x1, x2) ôóíêöèþ max(x1, x2) + 1 (ôóíêöèÿ Âåááà).

Ñëåäñòâèå 4. Ïðè ëþáîì k > 2 ôóíêöèÿ V (x1, x2) îáðàçóåò áàçèñ

êëàññà Pk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì V (x, x) = x̄. Äàëåå ñóïåðïîçèöèÿìè ôóíê-
öèè x̄ îáðàçóåì ôóíêöèþ x+ k− 1. Òåïåðü ïîëó÷àåì V (x1, x2) + k− 1 =
max(x1, x2). Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
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Åùå îäíî ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè îñíîâàíî íà ôóíê-
öèÿõ ñèñòåìû

0, 1, . . . , k− 1, x1 + x2 (mod k), x1 · x2 (mod k), j0(x), . . . , jk−1(x), (1.6)

ãäå

ji(x) =

{
1, åñëè x = i,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 1.2. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) èç Pk èìååò ìåñòî

ïðåäñòàâëåíèå

f(x1, . . . , xn) =
∑

(σ1,...,σn)∈En
k

jσ1(x1) · . . . · jσn(xn) · f(σ1, . . . , σn), (1.7)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ìîäóëþ k.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè ëþáîì k > 2 ñèñòåìà ôóíêöèé (1.6) ïîëíà â

êëàññå Pk.

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè ëþáîì k > 3 ñèñòåìà ôóíêöèé {j0(x), x1 + x2}
ïîëíà â êëàññå Pk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîíñòàíòó 0 ïîëó÷àåì â âèäå x + . . . + x (k ðàç),
êîíñòàíòó 1 � â âèäå j0(0). Çàòåì èç êîíñòàíòû 1 è ôóíêöèè x1 + x2

ïîëó÷àåì âñå îñòàëüíûå êîíñòàíòû. Äàëåå ïðîâåðÿåì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ

ji(x) = j0(x+ k − i) ïðè 1 6 i 6 k − 1,

ji(x1) · jl(x2) = j2(ji(x1) + jl(x2)) ïðè 0 6 i, l 6 k − 1.

Åñëè n > 3 è σ1, . . . , σn ∈ Ek, òî ôóíêöèþ jσ1(x1)·. . .·jσn(xn) ïîëó÷àåì
ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïîäñòàíîâêàìè ôóíêöèé

jσ2(x2) · j1(y), . . . , jσn−2(xn−2) · j1(y), jσn−1(xn−1) · j1(y), jσn(xn)

âìåñòî ïåðåìåííîé y â ôóíêöèè

jσ1(x1) · j1(y), jσ1(x1) · jσ2(x2) · j1(y), . . .

. . . , jσ1(x1) · . . . · jσn−2(xn−2) · j1(y), jσ1(x1) · . . . · jσn−1(xn−1) · j1(y).

Â çàêëþ÷åíèå äîêàçàòåëüñòâà çàìåòèì, ÷òî ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè ðà-
âåíñòâà (1.7) ìîæíî ¾ñîáðàòü¿ èç ñëàãàåìûõ âèäà jσ1(x1) · . . . · jσn(xn) ñ
ïîìîùüþ ôóíêöèè x1 + x2.
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Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü k > 2, R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé,

îïðåäåëåííîå íà ìíîæåñòâå Ek. Òîãäà ëþáóþ ôóíêöèþ èç Pk ìîæíî

ïðåäñòàâèòü ïîëèíîìîì íàä êîëüöîì R â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

êîãäà R � ïîëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R � ïîëå. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî 0 � íåé-
òðàëüíûé ýëåìåíò àääèòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ R è 1 � íåéòðàëüíûé ýëå-
ìåíò ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ R. Ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò a
ïîëÿ R ëåæèò â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ R, èìåþùåé ïîðÿäîê
k− 1. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå ak−1 = 1. Âìåñòå ñ òåì î÷åâèä-
íî, ÷òî 0k−1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x èç Ek èìååì

j0(x) = 1− xk−1,

ãäå çíàê − ñèìâîëèçèðóåò âçÿòèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà â àääèòèâíîé ãðóï-
ïå ïîëÿ R. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ j0 ðåàëèçóåòñÿ ïîëèíîìîì íàä ïîëåì
R. Ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ îñòàëüíûõ ôóíêöèé ji, ïîñêîëüêó

ji(x) = j0(x− i) (1 6 i 6 k − 1).

Èñïîëüçóÿ òåïåðü â ïðåäñòàâëåíèè (1.7) â êà÷åñòâå ñëîæåíèÿ è óìíîæå-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàöèè ïîëÿ R, ïîëó÷àåì, ÷òî âñÿêóþ ôóíêöèþ
èç Pk ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïîëèíîìîì íàä ïîëåì R.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëüöî R ïîëåì íå ÿâëÿåòñÿ. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå â êîëüöå R åñòü (íåíóëåâûå) äåëèòåëè íóëÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ýòî íå òàê. Ïîñêîëüêó R íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, íàéäåòñÿ òàêîé íåíóëåâîé
ýëåìåíò a, ÷òî ïðè óìíîæåíèè a íà ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò (íàïðèìåð,
ñïðàâà) ïîëó÷èòñÿ ýëåìåíò, îòëè÷íûé îò 1. Òàê êàê â êà÷åñòâå (ïðàâûõ)
ñîìíîæèòåëåé ðàññìàòðèâàåòñÿ k−1 ýëåìåíò, à â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ
ïîëó÷àåòñÿ íå áîëåå k−2 ýëåìåíòîâ, òî íàéäóòñÿ òàêèå ðàçëè÷íûå íåíó-
ëåâûå ýëåìåíòû c1, c2, ÷òî a · c1 = a · c2. Èíûìè ñëîâàìè, a · (c1− c2) = 0
è ìû íàøäè äâà íåíóëåâûõ äåëèòåëÿ íóëÿ.

Èòàê, ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ b1, b2 ïîëÿ R âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî b1 · b2 = 0.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ j0 ðåàëèçóåòñÿ ïîëèíîìîì íàä
êîëüöîì R:

j0(x) = a0 + a1x+ . . .+ asx
s.

Èç ðàâåíñòâà j0(0) = 1 ñëåäóåò, ÷òî a0 = 1, à èç ðàâåíñòâ

b1 · b2 = 0 = j0(b1) = 1 + a1b1 + . . .+ asb
s
1
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� ÷òî b1 åñòü äåëèòåëü ÷èñëà 1. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ íåêîòîðîãî ýëå-
ìåíòà c èç Ek èìååì b1 · c = 1. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà
b2, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó b2 = 0, ÷òî íåâîçìîæíî ïî ïðåäïîëîæåíèþ.
Çíà÷èò, ôóíêöèþ j0 íåëüçÿ ðåàëèçîâàòü ïîëèíîìîì íàä êîëüöîì R, è
òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå Ïóñòü R � êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ k. Òîãäà ñèñòåìà

âñåõ ïîëèíîìîâ íàä êîëüöîì R ïîëíà â êëàññå Pk â òîì è òîëüêî òîì

ñëó÷àå, êîãäà k � ïðîñòîå ÷èñëî.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

2. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì k > 3 ñèñòåìà ôóíêöèé, ïîëó÷åííàÿ èç
ñèñòåìû (1.4) óäàëåíèåì ôóíêöèé 0, k − 1, J0, Jk−1, ïîëíà â êëàññå Pk.
3. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ x ·− y:

x ·− y =

{
x− y, åñëè x > y,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì k > 2 ñèñòåìà {x̄, x ·− y} ïîëíà â êëàññå Pk.
4. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì k > 2 ñèñòåìà ôóíêöèé {x̄,min(x, y)}

ïîëíà â êëàññå Pk.
5. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì i ∈ Ek ñèñòåìà ôóíêöèé {1, Ji(x), x +

y (mod k)} ïîëíà â Pk.
6. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì k > 2 ñèñòåìà ôóíêöèé {0, . . . , k −

1, J0, . . . , Jk−1,max, x · y} ïîëíà â Pk.
7. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì k > 2 ñèñòåìà ôóíêöèé P

(1)
k ∪ {x · y}

ïîëíà â Pk.

� 3. Àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîòû

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ àëãîðèòìè÷åñêóþ ïðîáëåìó: ìîæíî ëè ïî
ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ñèñòåìå ôóíêöèé èç Pk óñòàíîâèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè
äàííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé ïîëíîé â Pk? Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèè
çàäàþòñÿ îäíèì èç ñòàíäàðòíûõ ñïîñîáîâ: ëèáî òàáëè÷íî, ëèáî â âèäå
ôîðìóë íàä èçâåñòíîé ïîëíîé ñèñòåìîé ôóíêöèé. Òîãäà íàøó ïðîáëå-
ìó ìîæíî óòî÷íèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, íà
âõîä êîòîðîãî ïîñòóïàåò ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé èç Pk
(ò.å. ñèñòåìà ôîðìàëèçîâàííûõ ïðåäñòàâëåíèé ýòèõ ôóíêöèé) è êîòîðûé
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äàåò îòâåò ¾äà¿ èëè ¾íåò¿ â çàâèñèìîñòè îò ïîëíîòû èëè íåïîëíîòû ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ôóíêöèé. Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ
áûë ïîëó÷åí Ñ.Â.ßáëîíñêèì [?, ?]. Â òåîðåìå 1.4 èçëàãàåòñÿ íåñêîëüêî
îáîáùåííàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà Ñ.Â.ßáëîíñêîãî.

Òåîðåìà 1.4. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ïðîèçâîëüíîé êî-

íå÷íîé ñèñòåìå Q ôóíêöèé èç Pk è ôóíêöèè f èç Pk äàåò îòâåò íà

âîïðîñ, ïðèíàäëåæèò ëè ôóíêöèÿ f ìíîæåñòâó [Q].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíû êîíå÷íàÿ ñèñòåìà Q = {f1, . . . , fs}
ôóíêöèé èç Pk è ôóíêöèÿ f ∈ Pk. Â öåëÿõ óïðîùåíèÿ ðàññóæäåíèé
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ôóíêöèè f1, . . . , fs, f çàâèñÿò îò m ïåðåìåííûõ.
Ïî èíäóêöèè îïðåäåëèì ìîíîòîííî íåóáûâàþùóþ (ïî âêëþ÷åíèþ) ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü

H0, H1, . . . , Hr, . . . (1.8)

ìíîæåñòâ ôóíêöèé îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm.
Ïîëîæèì H0 = ∅. Ïóñòü óæå îïðåäåëåíû ìíîæåñòâà H0, H1, . . . , Hr.

Äëÿ ëþáîãî i (1 6 i 6 s) ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ôîðìóëû âèäà

fi(h1(x1, x2, . . . , xm), . . . , hm(x1, x2, . . . , xm)),

ãäå ôóíêöèè h1, . . . , hm ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó

Hr ∪ {em1 (x1, x2, . . . , xm), . . . , emm(x1, x2, . . . , xm)}

(ñåëåêòîðíûå ôóíêöèè em1 , . . . , e
m
m çäåñü âûáðàíû ëèøü äëÿ òîãî, ÷òîáû

íà êàæäîì øàãå ïîñòðîåíèÿ èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè îòm ïåðåìåííûõ; íà
ñàìîì äåëå âìåñòî ñåëåêòîðíûõ ôóíêöèé ìîæíî ïîäñòàâëÿòü â ôóíêöèè
fi ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå). Îáðàçóåì ìíîæåñòâî Hr+1, äîáàâëÿÿ ê
ìíîæåñòâó Hr âñå ôóíêöèè, ðåàëèçóåìûå óêàçàííûìè ôîðìóëàìè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1.8) ìîíîòîííî íå óáûâàåò. Êðî-
ìå òîãî, èç ïîñòðîåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî åñëè Hr+1 = Hr, òî
Hr+2 = Hr+1 (åñëè â êîíñòðóêöèè ìíîæåñòâî Hr çàìåíèòü ðàâíûì åìó
ìíîæåñòâîì Hr+1, òî ïîëó÷èì èíîæåñòâî Hr+2, êîòîðîå áóäåò ðàâíî ìíî-
æåñòâó Hr+1) è, ñëåäîâàòåëüíî, öåïî÷êà ìíîæåñòâ ñòàáèëèçèðóåòñÿ:

Hr = Hr+1 = Hr+2 = . . .

Â êàæäîì èç ìíîæåñòâ Hr íå áîëåå kk
m

ôóíêöèé. Ïîýòîìó, ïðîñìàò-
ðèâàÿ ìíîæåñòâà öåïî÷êè (1.8) è ñðàâíèâàÿ äâà ñîñåäíèõ ìíîæåñòâà, ìû
íå áîëåå ÷åì ÷åðåç kk

m

øàãîâ îáíàðóæèì íàèìåíüøèé íîìåð r0, íà÷èíàÿ
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ñ êîòîðîãî íàñòóïàåò ñòàáèëèçàöèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîöåññ îïðåäåëåíèÿ
÷èñëà r0 ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ ýôôåêòèâíûì.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ öåïî÷êó ìíîæåñòâ

H0 ⊂ H1 ⊂ . . . ⊂ Hr0.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî Hr0 ýòîé öåïî÷êè. Âîçìîæíû äâà ñëó-
÷àÿ.

1. Ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Hr0.
Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå f ∈ [Q] (ôóíêöèè em1 , . . . , e

m
m, èñïîëüçó-

åìûå â ïîñòðîåíèè, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ìîæíî çàìåíèòü ñîîòâåòñòâó-
þùèìè ïåðåìåííûìè).

2. Ôóíêöèÿ f íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Hr0.
Çäåñü íåîáõîäèìî ïðîâåñòè äîïîëíèòåëüíûå ðàññóæäåíèÿ, ÷òîáû ïî-

êàçàòü, ÷òî f /∈ [Q]. Èìåííî, åñëè áû âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå f ∈ [Q],
òî ôóíêöèþ f ìîæíî áûëî áû ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(x1, . . . , xm) = fi(Φ1(x1, . . . , xm), . . . ,Φm(x1, . . . , xm)), (1.9)

ãäå 1 6 i 6 s, à êàæäîå âûðàæåíèå Φ1, . . . ,Φm åñòü ëèáî ôîðìóëà íàä
Q, ëèáî ñèìâîë ïåðåìåííîé èç ÷èñëà x1, . . . , xm.

Ïðîäîëæàÿ äàëåå àíàëèçèðîâàòü âûðàæåíèÿ Φ1, . . . ,Φm, îòëè÷íûå îò
ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ, ïðèäåì ê ¾ñàìûì ïðîñòûì¿ ïîäôîðìóëàì èç ïðà-
âîé ÷àñòè ôîðìóëû (1.9), êîòîðûå èìåþò âèä

fj(xj1, . . . , xjm), (1.10)

ãäå j1, . . . , jm ∈ {1, 2, . . . ,m}. Ôîðìóëà (1.10), î÷åâèäíî, ðåàëèçóåò òó æå
ôóíêöèþ, ÷òî è ôîðìóëà

fj(e
m
j1

(x1, . . . , xm), . . . , emjm(x1, . . . , xm)).

Ïîñëåäíÿÿ ôóíêöèÿ ïî îïðåäåëåíèþ âõîäèò â ìíîæåñòâî H1. Èç ôîðìóë
âèäà (1.10) è ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ â ôîðìóëå (1.9) ñîñòàâëåíû ïîäôîð-
ìóëû ñëåäóþùåãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè:

fl(Ψ1(x1, . . . , xm), . . . ,Ψm(x1, . . . , xm)), (1.11)

ãäå Ψ1, . . . ,Ψm � ëèáî ôîðìóëû âèäà (1.10), ëèáî ñèìâîëû ïåðåìåííûõ.
Ïîíÿòíî, ÷òî ôîðìóëû (1.11) ðåàëèçóþò ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà H2 è
ò.ä. Â èòîãå ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ìíîæåñòâî Hr0 ñîñòîèò â òî÷íî-
ñòè èç âñåõ ôóíêöèé çàìûêàíèÿ [Q], êîòîðûå çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ

18



x1, . . . , xm. Ïîýòîìó íåâõîæäåíèå ôóíêöèè f â ìíîæåñòâîHr0 ðàâíîñèëü-
íî åå íåâõîæäåíèþ â ìíîæåñòâî [Q].

Èòàê, èñêîìûé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè f
ìíîæåñòâó [Q] ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè âîçðàñòàþùåé öåïî÷êè ìíîæåñòâ
H0, H1, . . . äî ìîìåíòà r0 åå ñòàáèëèçàöèè è ïðîâåðêå âûïîëíèìîñòè âêëþ-
÷åíèÿ f ∈ Hr0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ðàñïîçíàåò ïîëíîòó

êîíå÷íûõ ñèñòåì ôóíêöèé â Pk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî, íàïðèìåð, â êà÷åñòâå ôóíêöèè f ðàñ-
ñìîòðåòü ôóíêöèþ Âåááà V (x1, x2).

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

8. Êàê ìîæåò âûãëÿäåòü àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ïîëíîòû êîíå÷íûõ
ñèñòåì ôóíêöèé â Pk, êîòîðûå çàâåäîìî ñîäåðæàò êàêóþ-ëèáî èç ôóíê-
öèé max, min, x+ y, x · y, x ·− y?

� 4. Òåîðåìà Êóçíåöîâà î ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîòå

Àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ïîëíîòû êîíå÷íûõ ñèñòåì ôóíêöèé, èçëî-
æåííûé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, òðåáóåò áîëüøîãî îáúåìà âû÷èñëå-
íèé è ïî ýòîé ïðè÷èíå íà ïðàêòèêå èñïîëüçóåòñÿ êðàéíå ðåäêî. Àëü-
òåðíàòèâîé ýòîìó ïîäõîäó ñëóæèò ïîäõîä, îñíîâàííûé íà íàõîæäåíèè
êîíå÷íîãî ÷èñëà ¾ñâîéñòâ¿, êîòîðûå èñ÷åðïûâàþùèì îáðàçîì õàðàêòå-
ðèçóþò ïîëíûå ñèñòåìû. Êàê îáíàðóæèëîñü, òàêèìè ñâîéñòâàìè ìîãóò
áûòü ñâîéñòâà ïðèíàäëåæíîñòè ñèñòåì çàìêíóòûì êëàññà îïðåäåëåííîãî
âèäà. Âïåðâûå ýòîò ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí À.Â. Êóçíåöîâûì [?].

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó Êóçíåöîâà, ââåäåì
íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è äîêàæåì äâå ëåììû. Ïóñòü

G = {g1(y1, . . . , yp), . . . , gr(y1, . . . , yp)}−

êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé èç Pk. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn)
èç Pk ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî ôóíêöèé G, åñëè äëÿ ëþáûõ i1, . . . , in èç
{1, 2, . . . , r} âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

f(gi1(y1, . . . , yp), . . . , gin(y1, . . . , yp)) ∈ G.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü F � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç Pk, êîòîðûå
ñîõðàíÿþò ìíîæåñòâî ôóíêöèé G. Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàñ-

ñîì, ñîäåðæàùèì âñå ñåëåêòîðíûå ôóíêöèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðèíàäëåæíîñòü ñåëåêòîðíûõ ôóíêöèé ìíîæåñòâó
F ëåãêî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìêíóòî-
ñòè ìíîæåñòâà F äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â â òîì, ÷òî èç ïðèíàäëåæíîñòè
ôóíêöèé f0, f1, . . . , fm ìíîæåñòâó F âûòåêàåò ïðèíàäëåæíîñòü ìíîæå-
ñòâó F ôóíêöèè h, ãäå

h(x1, . . . , xn) = f0(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)).

Èç âêëþ÷åíèÿ {f1, . . . , fm} ⊆ F ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ i1, . . . , in èç
{1, 2, . . . , r} ôóíêöèè

h1(y1, . . . , yp) = f1(gi1(y1, . . . , yp), . . . , gin(y1, . . . , yp)),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

hm(y1, . . . , yp) = fm(gi1(y1, . . . , yp), . . . , gin(y1, . . . , yp))

âõîäÿò â ìíîæåñòâî G. Çíà÷èò, â ìíîæåñòâî G áóäåò âõîäèòü ôóíêöèÿ

hm(gi1(y1, . . . , yp), . . . , gin(y1, . . . , yp)) = f0(h1(y1, . . . , yp), . . . , hm(y1, . . . , yp)).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü ìíîæåñòâî G ñîäåðæèò ôóíêöèè ep1, . . . , e
p
p, G =

[G](p), à F åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç Pk, ñîõðàíÿþùèõ ìíîæå-

ñòâî ôóíêöèé G. Òîãäà F (p) = G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü gj, gi1, . . . , gip ∈ G. Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ
[G](p) = G ôóíêöèÿ

gj(gi1(y1, . . . , yp), . . . , gip(y1, . . . , yp))

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó G. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî gj ∈ F .
Îáðàòíî, åñëè f ∈ F (p), òî èç óñëîâèÿ {ep1, . . . , epp} ⊆ G è ðàâåíñòâà

f(ep1(y1, . . . , yp), . . . , e
p
p(y1, . . . , yp)) = f(y1, . . . , yp)

ñëåäóåò, ÷òî f ∈ G. Ëåììà äîêàçàíà.
Çàìêíóòûé êëàññ R ⊆ Pk íàçûâàåòñÿ ïðåäïîëíûì â Pk, åñëè R 6= Pk

è [R ∪ {f}] = Pk äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f èç ìíîæåñòâà Pk \R.
Òåîðåìà 1.5. Äëÿ ëþáîãî k > 2 ÷èñëî ïðåäïîëíûõ â Pk êëàññîâ êî-

íå÷íî; ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé èç Pk ïîëíà â Pk òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà îíà öåëèêîì íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç ïðåäïîëíûõ

êëàññîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáðàçóåì ñèñòåìó {G1, . . . , Gm} âñåõ ñîáñòâåííûõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà P (2)

k , êîòîðûå îáëàäàþò ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñâîé-
ñòâàìè.

1. Êàæäîå ìíîæåñòâî Gi ñîäåðæèò ôóíêöèè e2
1, e

2
2.

2. [Gi]
(2) = Gi (i = 1, 2, . . . ,m).

Ïóñòü F ′i � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç Pk, êîòîðûå ñîõðàíÿþò ìíî-
æåñòâî ôóíêöèé Gi. Â ñèëó ëåìì 1.1, 1.2 ìíîæåñòâî F ′i ÿâëÿåòñÿ çà-
ìêíóòûì êëàññîì è âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (F ′i )

(2) = Gi. Âûäåëèì â
ñåìåéñòâå {F ′1, . . . , F ′m} âñå ìàêñèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ êëàññû. Îáî-
çíà÷èì èõ F1, . . . , Fl. Ïîëîæèì F = {F1, . . . , Fl}. Ïîêàæåì, ÷òî F åñòü
èñêîìîå ñåìåéñòâî ïðåäïîëíûõ êëàññîâ.

Ïðåæäå âñåãî, èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé êëàññ Fi îòëè÷åí îò
Pk. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç Pk. Åñëè S öåëèêîì
ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì êëàññå ñåìåéñòâà F , òî íåïîëíîòà S ñëåäóåò èç
çàìêíóòîñòè êëàññîâ ñåìåéñòâà F è íåñîâïàäåíèè èõ ñ Pk.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî S öåëèêîì íå âõîäèò íè â îäèí èç êëàñ-
ñîâ ñåìåéñòâà F . Òîãäà, êîíå÷íî, è çàìûêàíèå S íå áóäåò öåëèêîì âõî-
äèòü íè â îäèí èç êëàññîâ ñåìåéñòâà F . Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò ïîëíî-
òà (íåïîëíîòà) ìíîæåñòâà S, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî S � çàìêíóòûé êëàññ.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî S ∪{e2

1, e
2
2} ïîëíî èëè íåïîëíî â êëàññå

Pk îäíîâðåìåííî ñ ïîëíîòîé èëè íåïîëíîòîé êëàññà S. Ïîýòîìó äàëåå
ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êëàññ S ñîäåðæèò ôóíêöèè e2

1, e
2
2.

ÏîëîæèìG = S(2). Òîãäà ìíîæåñòâîG ñîäåðæèò ôóíêöèè e2
1, e

2
2 è óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ [G](2) = G (ïîñêîëüêó çàìêíóòûé êëàññ S, î÷åâèäíî,
ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî ôóíêöèé G). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî G 6= P

(2)
k , îáîçíà-

÷èì ÷åðåç ìíîæåñòâî F ′i âñåõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ G. Òîãäà, êîíå÷íî,
âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå S ⊆ F ′i . Îäíàêî êëàññ F

′
i öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ

â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì êëàññå Fj. Çíà÷èò, ïðèõîäèì ê âêëþ÷åíèþ
S ⊆ Fj, ÷òî íåâîçìîæíî ïî ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ S
ñîâïàäàåò ñ Pk.

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî êàæäûé èç êëàññîâ F1, . . . , Fl ïðåäïîëîí â Pk.
Îäíàêî åñëè, íàïðèìåð, f /∈ Fi, òî ñèñòåìà ôóíêöèé Fi ∪ {f} íå ñîäåð-
æèòñÿ öåëèêîì íè â îäíîì èç êëàññîâ ñåìåéñòâà F (èñïîëüçóåì ñâîéñòâî
ìàêñèìàëüíîñòè êëàññîâ ñåìåéñòâà F). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî äîêàçàííîìó
ñèñòåìà Fi ∪ {f} ïîëíà â êëàññå Pk.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß
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9. Âûïèñàòü âñå äåòàëè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.5 äëÿ ñëó÷àÿ k = 2.

� 5. Çàìêíóòûå êëàññû, íå èìåþùèå êîíå÷íûõ áàçèñîâ

Êàê óñòàíîâèë Ý.Ïîñò [?, ?] (ñì. òàêæå [?]), âñÿêèé çàìêíóòûé êëàññ
áóëåâûõ ôóíêöèé èìååò êîíå÷íûé áàçèñ. Îäíàêî ïðè ëþáîì k > 3 â Pk
ñóùåñòâóþò çàêíóòûå êëàññû, êîòîðûå íå èìåþò áàçèñîâ âîîáùå, à òàê-
æå çàìêíóòûå êëàññû ñî ñ÷åòíûìè áàçèñàìè. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû
Þ.È.ßíîâûì è À.À.Ìó÷íèêîì [?].

Òåîðåìà 1.6 (Þ.È.ßíîâ). Äëÿ ëþáîãî k > 3 â Pk ñóùåñòâóåò çà-

ìêíóòûé êëàññ, íå èìåþùèé áàçèñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì â Pk ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé f0,

f1, . . .: ïóñòü f0(x1) = 0 è ïðè n > 1

fn(x1, . . . , xn) =

{
1, åñëè x1 = . . . = xn = 2,
0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ïîëîæèì F = [{f0, f1, . . .}]. Îòìåòèì äâà ñâîéñòâà ôóíêöèé fn.
1. Åñëè n > 1 è íàáîð (i1, . . . , in) ñîäåðæèò m ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé, òî

ôîðìóëà fn(xi1, . . . , xin) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ fm.
2. Ëþáàÿ ñóïåðïîçèöèÿ âèäà fn(. . . , fm(. . .), . . .) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ,

òîæäåñòâåííî ðàâíóþ íóëþ (ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ fm íå ïðèíèìàåò çíà-
÷åíèÿ 2).

Èç ýòèõ ñâîéñòâ ñëåäóåò, ÷òî êëàññ F ïîìèìî ôóíêöèé f1, f2, . . . ñî-
äåðæèò òîëüêî òîæäåñòâåííî íóëåâûå ôóíêöèè îò ëþáîãî ÷èñëà ïåðå-
ìåííûõ.

Äîêàæåì, ÷òî êëàññ F íå èìååò áàçèñà. Ïóñòü, íàïðîòèâ, êëàññ F èìå-
åò áàçèñ B. Òîãäà ïî ñâîéñòâó 1 â áàçèñ B íå ìîãóò âõîäèòü äâå ôóíêöèè
fm, fn, ãäå 1 6 m < n. Åñëè æå áàçèñ B ñîäåðæèò òîëüêî îäíó ôóíêöèþ
fm, ãäå m 6= 0, òî â ñèëó ñâîéñòâà 2 èç íåå (è, âîçìîæíî, ôóíêöèè f0,
åñëè f0 ∈ B) íåëüçÿ ïîëó÷èòü ôóíêöèþ fn, ãäå n > m. Ïðîòèâîðå÷èå
ïîêàçûâàåò, ÷òî êëàññ F íå èìååò áàçèñà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.7 (À.À.Ìó÷íèê). Äëÿ ëþáîãî k > 3 â Pk ñóùåñòâóåò

çàìêíóòûé êëàññ, èìåþùèé ñ÷åòíûé áàçèñ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì â Pk ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé g2,
g3, . . .:

gn(x1, . . . , xn) =


1, åñëè x1 = . . . = xi−1 = xi+1 = . . . = xn = 2,

xi = 1 (1 6 i 6 n),
0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ïîëîæèì G = [{g2, g3, . . .}]. Äîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé {g2, g3, . . .}
îáðàçóåò áàçèñ êëàññà G. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî íèêà-
êàÿ ôóíêöèÿ gm íå âûðàæàåòñÿ ôîðìóëüíî ÷åðåç îñòàëüíûå ôóíêöèè
ñèñòåìû {g2, g3, . . .}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, ò.å.

gm(x1, . . . , xm) = gs(Φ1, . . . ,Φs), (1.12)

ãäå s 6= m è Φ1, . . . ,Φs � ëèáî ôîðìóëû íàä ìíîæåñòâîì ôóíêöèé
{g2, . . . , gm−1, gm+1, . . .}, ëèáî ñèìâîëû ïåðåìåííûõ. Âîçìîæíû òðè ñëó-
÷àÿ.

1. Ñðåäè âûðàæåíèé Φ1, . . . ,Φs èìåþòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâå ôîðìó-
ëû.

Ïóñòü ýòî áóäóò Φi è Φj. Îáðàùàÿñü ê îïðåäåëåíèþ ôóíêöèé gn, âè-
äèì, ÷òî ôóíêöèè, ðåàëèçóåìûå ôîðìóëàìè Φi,Φj, íå ïðèíèìàþò çíà-
÷åíèÿ 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ôîðìóëîé èç ïðàâîé ÷à-
ñòè ðàâåíñòâà (1.12), íå ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå 1. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè gm.

2. Ñðåäè âûðàæåíèé Φ1, . . . ,Φs òîëüêî îäíî îòëè÷íî îò ñèìâîëà ïåðå-
ìåííîé.

Ïóñòü ýòî áóäåò Φi. Òàê êàê s > 2, òî èìååòñÿ õîòÿ áû îäíî âûðàæå-
íèå Φj, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ñèìâîëîì ïåðåìåííîé. Ïóñòü, íàïðèìåð, ýòî
áóäåò ïåðåìåííàÿ xl. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ:

x1 = . . . = xl−1 = xl+1 = . . . = xm = 2, xl = 1. (1.13)

Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ôîðìóëîé Φi,
ïðèìåò çíà÷åíèå 0 èëè 1, à ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ôîðìóëîé gs(Φ1, . . . ,Φs),
� çíà÷åíèå 0. Âíîâü ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

3. Âñå âûðàæåíèÿ Φ1, . . . ,Φs ñóòü ñèìâîëû ïåðåìåííûõ.
Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî áûòü s > m. Çíà÷èò, ñðåäè âûðà-

æåíèé Φ1, . . . ,Φs ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðàçà âñòðåòèòñÿ îäíà è òà æå ïåðå-
ìåííàÿ xl (1 6 l 6 m). Ðàññìîòðåâ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ (1.13), ïðèäåì
ê âûâîäó, ÷òî ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ôîðìóëîé gs(Φ1, . . . ,Φs), ïðèíèìà-
åò íà ýòîì íàáîðå çíà÷åíèå 0. Ñëåäîâàòåëüíî, è ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîãî k > 3 ñåìåéñòâî âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ â

Pk èìååò êîíòèíóàëüíóþ ìîùíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, åñëè {m1,m2, . . .} è {n1, n2, . . .} �
äâà ðàçëè÷íûõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà {2, 3, . . .}, òî, êàê
óñòàíîâëåíî â òåîðåìå 1.7, ìíîæåñòâà

{gm1
, gm2

, . . .}, {gn1, gn2, . . .}

áóäóò ÿâëÿòüñÿ áàçèñàìè ðàçëè÷íûõ çàìêíóòûõ êëàññîâ. Òàêèì îáðàçîì,
â Pk ñóùåñòâóåò ïî ìåíüøåé ìåðå êîíòèíóàëüíîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ
êëàññîâ ñ êîíå÷íûì ëèáî ñ÷åòíûì áàçèñîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîùíîñòü
ìíîæåñòâà çàìêíóòûõ êëàññîâ â Pk íå ïðåâîñõîäèò ìîùíîñòè ìíîæåñòâà
âñåõ ïîäìíîæåñòâ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà Pk, ò.å. íå ïðåâîñõîäèò ìîùíîñòè
êîíòèíóóìà. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

10. Äîêàçàòü, ÷òî çàìêíóòûé êëàññ F èç òåîðåìû 1.6 íå èìåò ïðåä-
ïîëíûõ êëàññîâ.
11. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì k > 4 â Pk ñóùåñòâóåò êîíòèíóàëüíîå

÷èñëî çàìêíóòûõ êëàññîâ, íå èìåþùèõ áàçèñà.
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Ãëàâà 2

ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÐÀÑÏÎÇÍÀÂÀÒÅËÈ

� 1. Êîíå÷íûé àâòîìàò áåç âûõîäà. Êîíå÷íî-àâòîìàòíûå
ìíîæåñòâà

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü àëôàâèò A, ñîñòîÿùèé èç ýëåìåíòîâ a1, . . . , ak,
êîòîðûå íàçûâàåì áóêâàìè àëôàâèòà A. Êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
áóêâ àëôàâèòà A, çàïèñàííûõ áåç ïðîïóñêîâ îäíà çà äðóãîé, ñ÷èòàåì
ñëîâîì â àëôàâèòå A. Ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå A îáîçíà÷àåì
÷åðåç A∗. Â ìíîæåñòâî A∗ âêëþ÷àåì ïóñòîå ñëîâî Λ � ñëîâî, íå ñîäåð-
æàùåå áóêâ. Íà ìíîæåñòâå A∗ ââåäåì îïåðàöèþ êîíêàòåíàöèè (ñîåäè-
íåíèÿ) ñëîâ: åñëè ā, b̄ � ñëîâà â àëôàâèòå A∗, òî êîíêàòåíàöèåé ñëîâ
ā, b̄ íàçûâàåòñÿ ñëîâî āb̄, ïîëó÷åííîå èç ñëîâà ā ïðèïèñûâàíèåì ñïðàâà
ñëîâà b̄. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà ā âûïîëíÿþòñÿ ðàâåí-
ñòâà Λā = āΛ = ā, â ÷àñòíîñòè, ΛΛ = Λ. Äëÿ ëþáîãî ñëîâà ā è ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ÷åðåç ān áóäåì îáîçíà÷àòü ñëîâî, ïîëó÷åííîå êîí-
êàòåíàöèåé n ýêçåìïëÿðîâ ñëîâà ā. Ïîëàãàåì òàêæå ā0 = Λ.

Ïðåæäå ÷åì äàòü îïðåäåëåíèå êîíå÷íîãî àâòîìàòà áåç âûõîäà, ìû õî-
òèì ñôîðìóëèðîâàòü íåñêîëüêî ñîäåðæàòåëüíûõ ïðåäïîñûëîê, êîòîðûå
ïîìîãóò óÿñíèòü ñóòü ââîäèìûõ ïîíÿòèé.

Âî-ïåðâûõ, ìû õîòèì, ÷òîáû àâòîìàò ìîã âîñïðèíèìàòü (÷èòàòü) ëþ-
áûå ñëîâà â àëôàâèòå A � âõîäíîì àëôàâèòå àâòîìàòà. Îáû÷íî ãîâîðÿò,
÷òî ñëîâî ā = ai1ai2 . . . ain (â àëôàâèòå A) ïîäàåòñÿ íà âõîä àâòîìàòà
(èëè ÷èòàåòñÿ àâòîìàòîì). Ïîñêîëüêó ñëîâî ā ìîæåò èìåòü ïðîèçâîëü-
íóþ äëèíó, àâòîìàò âîñïðèíèìàåò ñëîâî ā íå âñå ñðàçó, à ïîáóêâåííî:
ñíà÷àëà áóêâó ai1, çàòåì ai2 è ò.ä. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñ÷èòàþò, ÷òî ïðîöåññ
÷òåíèÿ ñëîâà ā àâòîìàòîì ïðîèñõîäèò â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè
t = 1, 2, . . .. Êðîìå òîãî, â ýòè ìîìåíòû âðåìåíè â àâòîìàòå äîëæíû
ïðîèñõîäèòü èçìåíåíèÿ ¾ñîñòîÿíèÿ¿. Èìåííî, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè àâòîìàò ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
ñîñòîÿíèé. Ïðè ïîäà÷å íà âõîä àâòîìàòà î÷åðåäíîé áóêâû âõîäíîãî ñëîâà
àâòîìàò, êàê ãîâîðÿò, ïåðåõîäèò èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå ñîñòîÿíèå
(îíî ìîæåò ñîâïàäàòü ñ ïðåäûäóùèì ñîñòîÿíèåì). Òàêèì îáðàçîì, èìå-
åòñÿ íåêîòîðàÿ óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ àâòîìàòà � ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ,
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êîòîðàÿ ïî áóêâå àëôàâèòà A è ¾òåêóùåìó¿ ñîñòîÿíèþ àâòîìàòà îïðå-
äåëÿåò ñîñòîÿíèå àâòîìàòà â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè. Èçëîæåííûå
ñîîáðàæåíèÿ ìû ôîðìàëèçóåì â âèäå ïîíÿòèÿ ïðîñòåéøåãî àâòîìàòà.

Èòàê, ïðîñòåéøèé àâòîìàò A çàäàåòñÿ âõîäíûì àëôàâèòîì A =
{a1, . . . , ak}, êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé Q = {q1, . . . , qr} è ôóíê-

öèåé ïåðåõîäîâ f , êîòîðàÿ îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî A×Q â ìíîæåñòâî Q.
Ñèìâîëè÷åñêè ýòî áóäåì èçîáðàæàòü òàê: A = (A,Q, f). Ó÷èòûâàÿ ïðè-
âåäåííîå âûøå ñîäåðæàòåëüíîå îïèñàíèå ðàáîòû àâòîìàòà A, îáîçíà÷èì
÷åðåç x(t) áóêâó àëôàâèòà A, ïîäàâàåìóþ íà âõîä àâòîìàòà A â ìîìåíò
âðåìåíè t, à ÷åðåç q(t) � åãî ñîñòîÿíèå â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè. Òîãäà
ôóíêöèîíèðîâàíèå (âî âðåìåíè) àâòîìàòà A ìîæíî âûðàçèòü óðàâíåíè-
åì

q(t) = f(x(t), q(t− 1)). (2.1)

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ, ðàâíî êàê èç îïèñàíèÿ ðàáîòû àâòîìàòà, âèäíî,
÷òî ïåðåä ïîäà÷åé ñëîâà ā àâòîìàò A íåîáõîäèìî êàê-òî ¾íàñòðîèòü¿,
ïðèâåñòè â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå. Èíûìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû ðåøèòü,
â êàêîì èç ñîñòîÿíèé ìíîæåñòâà Q àâòîìàò A íà÷íåò âîñïðèíèìàòü
ïåðâóþ áóêâó ñëîâà ā � êàêîå çíà÷åíèå ìû äîëæíû âûáðàòü â óðàâíåíèè
(2.1) äëÿ âåëè÷èíû q(0). Ýòî ñîñòîÿíèå àâòîìàòà A îáû÷íî íàçûâàþò íà-
÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì, à àâòîìàò ñ âûäåëåííûì íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì �
èíèöèàëüíûì àâòîìàòîì. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ìû, åñëè íå
îãîâàðèâàåòñÿ èíîå, áóäåì âûáèðàòü ñîñòîÿíèå q1. Òåïåðü èíèöèàëüíûé
àâòîìàò A áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ÷åòâåðêîé (A,Q, f, q1). Â ñâîþ î÷åðåäü, ê
óðàâíåíèþ (2.1) ìû äîáàâèì íà÷àëüíîå óñëîâèå

q(0) = q1. (2.2)

Ñîîòíîøåíèÿ (2.1),(2.2) áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè àâ-
òîìàòà A.

Ñóùåñòâóåò åùå íåñêîëüêî ñïîñîáîâ çàäàíèÿ èíèöèàëüíîãî àâòîìàòà.
Îäèí èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ � çàäàíèå ñ ïîìîùüþ äèàãðàìì

Ìóðà. Äèàãðàììà Ìóðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàôè÷åñêîå çàäàíèå àâòî-
ìàòà. ×òîáû ïîñòðîèòü äèàãðàììó Ìóðà àâòîìàòà A = (A,Q, f, q1) ñ r
ñîñòîÿíèÿìè, íà ïëîñêîñòè âûáèðàþò r ðàçëè÷íûõ òî÷åê (èëè íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ êðóãîâ), êîòîðûå îáîçíà÷àþò ñèìâîëàìè q1, . . . , qr. Èç êàæäîé
òî÷êè äèàãðàììû Ìóðà ïðîâîäÿò ðîâíî k íàïðàâëåííûõ äóã, êîòîðûå
âåäóò â òî÷êè ýòîé äèàãðàììû. Êàæäàÿ äóãà ïîìå÷àåòñÿ îäíîé áóêâîé
àëôàâèòà A (ðàçíûå äóãè, âûõîäÿùèå èç îäíîé òî÷êè, � ðàçíûìè áóêâà-
ìè). Ïðè ýòîì äóãà, âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè qj è ïîìå÷åííàÿ áóêâîé ai, âåäåò
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â òî÷êó ql, ãäå ql = f(ai, qj). Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q1 îáû÷íî ïîìå÷àåòñÿ
ñèìâîëîì ∗. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíû ïðèìåðû äèàãðàìì Ìóðà.

q1 q2

a1

a2

a2 a1

a)

q1 q2

a1

a2

a1

a2

b)

q1 q2 q3
a1a2

a1

a2

a1

a2

c)

Ðèñ. 1

Ïîä äåéñòâèåì âõîäíîãî ñëîâà ā = ai1ai2 . . . ain àâòîìàò A ïîñëåäî-
âàòåëüíî ïåðåõîäèò èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå. Ïåðåä ïîñòóïëåíèåì
áóêâû ai1 àâòîìàò A íàõîäèòñÿ â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè q1. Ïîä äåéñòâè-
åì áóêâû ai1 àâòîìàò A ïåðåõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ q1 â ñîñòîÿíèå qj2 =
f(ai1, q1), äàëåå ïîä äåéñòâèåì áóêâû ai2 � èç ñîñòîÿíèÿ qj2 â ñîñòîÿíèå
qj3 = f(ai2, qj2) è ò.ä. Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ïîä äåéñòâèåì ïóñòîãî ñëî-
âà Λ àâòîìàò A íèêóäà íå ïåðåõîäèò, ò.å. îñòàåòñÿ â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè
q1.

Îïðåäåëåííûé íàìè ïðîñòåéøèé èíèöèàëüíûé àâòîìàò ïîêà îáëàäàåò
îäíèì ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì: íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî íà âõîä àâòîìàòà
ìû ìîæåì ïîäàâàòü ïðîèçâîëüíûå ñëîâà â àëôàâèòå A, íèêàêèõ ñèãíà-
ëîâ î ôóíêöèîíèðîâàíèè àâòîìàòà ìû â îòâåò ïîëó÷àòü íå ìîæåì. Ìû
áû õîòåëè, êàê ìèíèìóì, ÷òîáû àâòîìàò ïîñëå ïðî÷òåíèÿ âõîäíîãî ñëîâà
âûäàâàë ñèãíàëû òèïà ¾äà¿ è ¾íåò¿. Èíûìè ñëîâàìè, ìû õîòèì, ÷òîáû
íåêîòîðûå ñëîâà â àëôàâèòå A àâòîìàò ¾äîïóñêàë¿ (ïðèíèìàë, ðàñïî-
çíàâàë), äðóãèå ñëîâà � ¾îòâåðãàë¿.

Ýòîé öåëè ìîæíî äîñòè÷ü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ñàìûé ïðîñòîé èç
íèõ � âûäåëèòü â ìíîæåñòâå Q íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî F ¾çàêëþ÷è-
òåëüíûõ¿ (ôèíàëüíûõ) ñîñòîÿíèé è ñ÷èòàòü, ÷òî ñëîâî ā äîïóñêàåòñÿ
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(ïðèíèìàåòñÿ, ðàñïîçíàåòñÿ) àâòîìàòîì A, åñëè ïîñëå ïîäà÷è ñëîâà ā
àâòîìàò A îêàçûâàåòñÿ â îäíîì èç ñîñòîÿíèé ìíîæåñòâà F . Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ñ÷èòàåì, ÷òî ñëîâî ā îòâåðãàåòñÿ àâòîìàòîì A. Òàêèì îáðàçîì,
ïîïàäàíèå â îäíî èç ñîñòîÿíèé ìíîæåñòâà F � ýòî è åñòü ñèãíàë ¾äà¿,
êîòîðûé ¾âûäàåò¿ àâòîìàò â îòâåò íà ïîñòóïèâøåå íà åãî âõîä ñëîâî.

Òåïåðü ìû ìîæåì äàòü âïîëíå ñòðîãîå îïðåäåëåíèå àâòîìàòà áåç âû-
õîäà (àâòîìàò-ðàñïîçíàâàòåëü). Èòàê, àâòîìàò áåç âûõîäà � ýòî ìàòå-
ìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñïîçíàþùåãî óñòðîéñòâà ñ êîíå÷íîé ïîìÿòüþ, êî-
òîðàÿ çàäàåòñÿ íàáîðîì (A,Q, f, q1, F ), ãäå A = {a1, . . . , ak} � âõîäíîé
àëôàâèò àâòîìàòà, Q = {q1, . . . , qr} � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé àâòîìàòà,
f � ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ àâòîìàòà, îòîáðàæàþùàÿ ìíîæåñòâî A × Q â
ìíîæåñòâî Q, q1 � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà è F � íåïóñòîå ìíî-
æåñòâî çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé àâòîìàòà. Îòìåòèì, ÷òî íà÷àëüíîå
ñîñòîÿíèå q1 ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî è çàêëþ÷èòåëüíûì ñîñòîÿíèåì.

Â ýòîé ãëàâå àâòîìàò áåç âûõîäà áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî àâòîìàòîì.
Ñ àâòîìàòîì A, êàê ýòî îáúÿñíåíî âûøå, ñâÿçûâàåì ìíîæåñòâî D(A)
âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå A, êîòîðûå äîïóñêàþòñÿ àâòîìàòîì A. Äàëåå òà-
êèå ìíîæåñòâàD(A) áóäåì íàçûâàòü êîíå÷íî-àâòîìàòíûìè ìíîæåñòâà-
ìè èëè êîíå÷íî-àâòîìàòíûìè ÿçûêàìè. Â ïàðàãðàôàõ 2�4 ìû èññëåäóåì
êîíå÷íî-àâòîìàòíûå ìíîæåñòâà ñ ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ.

Íà÷íåì ñ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ïðèìåðîâ. Ðàññìîòðèì àâòîìàòû, äèà-
ãðàììû Ìóðà êîòîðûõ èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1. Åñëè â ñëó÷àå a) ïîëîæèòü
F = {q1}, òî ñîîòâåòñòâóþùèé àâòîìàò áóäåò äîïóñêàòü ìíîæåñòâî A∗,
åñëè æå âçÿòü F = {q2} � òî ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ (ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèå
q2 íå äîñòèæèìî èç ñîñòîÿíèÿ q1). Áîëåå èíòåðåñíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëó-
÷àé b): ïðè F = {q1} àâòîìàò äîïóñêàåò ìíîæåñòâî {Λ}, ñîñòîÿùåå òîëü-
êî èç ïóñòîãî ñëîâà, ïðè F = {q2} � ìíîæåñòâî A∗ áåç ïóñòîãî ñëîâà. Â
ñëó÷àå c) âûáîð F = {q1}, F = {q2} èëè F = {q3} äàåò ñîîòâåòñòâåííî:
ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå {a2} (âêëþ÷àÿ ïóñòîå ñëîâî); ìíîæå-
ñòâî âñåõ ñëîâ âèäà an2a1, ãäå n > 0; ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ âèäà an2a1ā, ãäå
n > 0 è ā 6= Λ.

Ðàññìîòðèì åùå äâà ïðèìåðà íåñêîëüêî èíîãî õàðàêòåðà. Êàê âèä-
íî èç ðèñ. 2, âõîäíîé àëôàâèò àâòîìàòîâ ñîñòîèò èç îäíîé áóêâû a1.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå a) â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà F = {q1} èëè
F = {q2} àâòîìàò áóäåò äîïóñêàòü ëèáî âñå ñëîâà, èìåþùèå ÷åòíóþ äëè-
íó (âêëþ÷àÿ ïóñòîå ñëîâî Λ, êîòîðîå èìååò äëèíó 0), ëèáî âñå ñëîâà, èìå-
þùèå íå÷åòíóþ äëèíó. Ïîõîæàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ è â ñëó÷àå b): åñëè
F = {q1}, F = {q2} èëè F = {q3}, òî àâòîìàò äîïóñêàåò âñå ñëîâà, èìåþ-
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ùèå ñîîòâåòñòâåííî äëèíó âèäà 3n, 3n+1 èëè 3n+2 (n > 0). Ýòè ïðèìåðû
ëåãêî îáîáùèòü íà ìíîæåñòâà ñëîâ ñ äëèíàìè âèäà kn + l (n > 0), ãäå
k > 4 è 0 6 l < k.

q1 q2

a1

a1

a)

q1 q2 q3
a1 a1

a1

b)

Ðèñ. 2

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1.Ïîñòðîèòü äèàãðàììóÌóðà èíèöèàëüíîãî àâòîìàòàA = (A,Q, f, q1),
ãäå A = {a1, a2}, Q = {q1, q2, q3, q4}, à ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ f çàäàåòñÿ òàá-
ëèöåé

q1 q2 q3 q4

a1 q2 q1 q4 q4

a2 q3 q4 q1 q2

2. Ïîñòðîèòü äèàãðàììó Ìóðà äëÿ àâòîìàòîâ ñ âõîäíûì àëôàâèòîì
{a1, a2}, êîòîðûå äîïóñêàþò ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:
a) {a1, a2a1}; b) âñå ñëîâà äëèíû 3; c) âñå ñëîâà, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ ñëî-
âîì a1a2; d) âñå ñëîâà, êîòîðûå îêàí÷èâàþòñÿ ñëîâîì a1a1; e) âñå ñëîâà,
êîòîðûå ñîäåðæàò ñëîâî a2a2a1 (â ÷àñòíîñòè, íà÷èíàþòñÿ è îêàí÷èâàþò-
ñÿ ýòèì ñëîâîì).

� 2. Ïðàâîèíâàðèàíòíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.
Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè íàä
êîíå÷íî-àâòîìàòíûìè ìíîæåñòâàìè

Ïóñòü A = (A,Q, f, q1) � èíèöèàëüíûé àâòîìàò, Q = {q1, . . . , qr}. Áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êàæäîå ñîñòîÿíèå èçQ äîñòèæèìî èç íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ q1, ò.å. äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ qj èç Q íàéäåòñÿ òàêîå ñëîâî â
àëôàâèòå A, ïîä äåéñòâèåì êîòîðîãî àâòîìàò A ïåðåõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ
q1 â ñîñòîÿíèå qj.

Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî A∗ âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå A íà r ïîïàðíî íå ïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ (êëàññîâ), îòíîñÿ ê êëàññó Ki òå è òîëüêî òå
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ñëîâà, êîòîðûå ïåðåâîäÿò àâòîìàò A èç ñîñòîÿíèÿ q1 â ñîñòîÿíèå qi. Ðàç-
áèåíèå {K1, . . . , Kr} ìíîæåñòâà A∗ íà êëàññû ïîðîæäàåò íà ìíîæåñòâå
A∗ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼: äëÿ ëþáûõ äâóõ ñëîâ ā, b̄ ∈ A∗ ïîëàãà-
åì ā ∼ b̄ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñëîâà ā, b̄ âõîäÿò â îäèí è òîò
æå êëàññKi. Îòíîøåíèå ∼ äåéñòâèòåëüíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè: îíî ðåôëåêñèâíî (äëÿ ëþáîãî ñëîâà ā îòíîøåíèå ā ∼ ā
âûïîëíÿåòñÿ òðèâèàëüíûì îáðàçîì), îíî ñèììåòðè÷íî (èç ā ∼ b̄ ñëåäóåò
b̄ ∼ ā) è îíî òðàíçèòèâíî (èç ā ∼ b̄ è b̄ ∼ c̄ ñëåäóåò ā ∼ c̄). Áóäåì íàçû-
âàòü îòíîøåíèå ∼ êîíå÷íî-àâòîìàòíîé ýêâèâàëåíîñòüþ, ïîðîæäåííîé
àâòîìàòîì A.

Ïîìèìî îïðåäåëÿþùèõ ñâîéñòâ îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîøå-
íèå ∼ îáëàäàåò åùå îäíèì ñâîéñòâîì, õàðàêòåðíûì òîëüêî äëÿ àâòîìà-
òîâ. Ýòî ñâîéñòâî ïðàâîé èíâàðèàíòíîñòè: åñëè ā ∼ b̄ è c̄ � ëþáîå ñëîâî
â àëôàâèòå A, òî āc̄ ∼ b̄c̄. Ñâîéñòâî ïðàâîé èíâàðèàíòíîñòè äëÿ îòíîøå-
íèÿ ∼ ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ îòíîøå-
íèÿ ∼ è ðàçáèåíèÿ {K1, . . . , Kr}: åñëè ïîä äåéñòâèåì ñëîâ ā, b̄ àâòîìàò
A ïåðåõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ q1 â îäíî è òî æå ñîñòîÿíèå èç ìíîæåñòâà
Q, òî, ðàçóìååòñÿ, ïîä äåéñòâèåì ñëîâ āc̄ è b̄c̄ àâòîìàò A òàêæå áóäåò
ïåðåõîäèòü èç ñîñòîÿíèÿ q1 â îäíî è òî æå ñîñòîÿíèå èç Q.

Ðàññìîòðèì íà ìíîæåñòâå A∗ ïðîèçâîëüíîå ïðàâîèíâàðèàíòíîå îòíî-
øåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼. Îíî çàäàåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà A∗ íà ïî-
ïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû: ê îäíîìó êëàññó îòíîñÿòñÿ âñå ñëîâà,
êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû â ñìûñëå îòíîøåíèÿ ∼. Âîîáùå ãîâîðÿ, ÷èñëî
êëàññîâ îòíîøåíèÿ ∼ ìîæåò îêàçàòüñÿ áåñêîíå÷íûì. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî îòíîøåíèå ∼ èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ, åñëè ÷èñëî òàêèõ êëàññîâ êî-
íå÷íî.

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå A∗ çàäàíî ïðîâîèíâàðèàíòíîå îòíîøåíèå ýêâè-
âàëåíòíîñòè ∼ êîíå÷íîãî èíäåêñà è K1, . . . , Kr � âñå êëàññû ýòîé ýê-
âèâàëåíòíîñòè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñëîâî Λ âõîäèò â êëàññ K1.
Îïðåäåëèì êîíå÷íûé èíèöèàëüíûé àâòîìàò K ñ âõîäíûì àëôàâèòîì A
è ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé {K1, . . . , Kr}. Íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì àâòîìà-
òà K îáúÿâèì êëàññ K1, à ôóíêöèþ ïåðåõîäîâ h îïðåäåëèì ñëåäóþùèì
îáðàçîì: åñëè ai ∈ A, b̄ � ñëîâî èç êëàññà Kj, òî h(ai, Kj) åñòü òîò (åäèí-
ñòâåííûé) êëàññ Kl, êîòîðûé ñîäåðæèò ñëîâî b̄ai. Êîððåêòíîñòü îïðåäå-
ëåíèÿ ôóíêöèè h ñëåäóåò èç ñâîéñòâà ïðàâîé èíâàðèàíòíîñòè îòíîøåíèÿ
∼: åñëè b̄, c̄ � ëþáûå ñëîâà èç êëàññà Kj, òî b̄ai, c̄ai áóäóò ïðèíàäëåæàòü
îäíîìó è òîìó æå êëàññó Kl.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòà K äîñòèæèìû èç íà÷àëüíî-
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ãî ñîñòîÿíèÿK1: åñëè b̄� ñëîâî èç êëàññàKj, òî, ¾ïðèìåíÿÿ¿ ê êëàññóK1

ñëîâî b̄, ïîëó÷èì êëàññKj, ïîñêîëüêó Λ ∈ K1 è Λb̄ = b̄. Êðîìå òîãî, íåïî-
ñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ àâòîìàòà K âèäíî, ÷òî êîíå÷íî-àâòîìàòíàÿ
ýêâèâàëåíòíîñòü, ïîðîæäåííàÿ àâòîìàòîì K, ñîâïàäàåò ñ ýêâèâàëåíòíî-
ñòüþ ∼. Òàêèì îáðàçîì, ìû óáåäèëèñü â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 2.1. Êàæäûé êîíå÷íûé èíèöèàëüíûé àâòîìàò ïîðîæäà-

åò ïðàâîèíâàðèàíòíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè êîíå÷íîãî èíäåê-

ñà. Îáðàòíî, êàæäîå ïðàâîèíâàðèàíòíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

êîíå÷íîãî èíäåêñà åñòü êîíå÷íî-àâòîìàòíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-

íîñòè.

Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò, ÷òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü êîíå÷íî-
àâòîìàòíûå ìíîæåñòâà. Ïóñòü A = (A,Q, f, q1, F ) � êîíå÷íûé àâòîìàò,
F = {qj1, . . . , qjs} è X = D(A). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì èç � 1, êîíå÷íî-
àâòîìàòíîå ìíîæåñòâî X ñîñòîèò èç âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå A, êîòîðûå
ïåðåâîäÿò àâòîìàò A èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ q1 â îäíî èç ñîñòîÿíèé
qj1, . . . , qjs. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ñîñòîÿíèÿ qj1, . . . , qjs äîñòèæè-
ìû èç ñîñòîÿíèÿ q1. Ïîíÿòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî X ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ s ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ
X1, . . . , Xs, ãäå Xt ñîñòîèò èç âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå A, êîòîðûå ïåðåâî-
äÿò àâòîìàò A èç ñîñòîÿíèÿ q1 â ñîñòîÿíèå qjt (1 6 t 6 s). Îäíàêî, êàê
ìû îïðåäåëèëè âûøå, ìíîæåñòâî Xt åñòü êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ ñëîâ â
êîíå÷íî-àâòîìàòíîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäåííîé àâòîìàòîì A. Ó÷è-
òûâàÿ òåïåðü òåîðåìó 2.1, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 2.2. Âñÿêîå íåïóñòîå êîíå÷íî-àâòîìàòíîå ìíîæåñòâî

åñòü îáúåäèíåíèå íåêîòîðîãî ÷èñëà êëàññîâ ïîäõîäÿùåãî ïðàâîèíâàðè-

àíòíîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè êîíå÷íîãî èíäåêñà. Îáðàòíî, îáú-

åäèíåíèå ëþáîãî ÷èñëà êëàññîâ ïðîèçâîëüíîãî ïðîâîèíâàðèàíòíîãî îò-

íîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè êîíå÷íîãî èíäåêñà åñòü êîíå÷íî-àâòîìàòíîå

ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 2.2 äàåò íàì ïåðâîå îïèñàíèå êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ìíîæåñòâ,
íå ñâÿçàííîå ñ ïîíÿòèåì êîíå÷íîãî àâòîìàòà. Åãî óäîáíî èñïîëüçîâàòü
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðèíàäëåæíîñòè íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ êëàññó êî-
íå÷íî-àâòîìàòíûõ ìíîæåñòâ. Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì â àëôàâèòå
{a1, a2} ìíîæåñòâî X, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ñëîâ âèäà an1a

n
2 (n > 1). Äî-

êàæåì, ÷òî îíî íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-àâòîìàòíûì. Ïóñòü ýòî íå òàê. Òî-
ãäà äëÿ ïîäõîäÿùåãî ïðàâîèíâàðèàíòíîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè
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∼ êîíå÷íîãî èíäåêñà ìíîæåñòâî X åñòü îáúåäèíåíèå íåêîòîðîãî ÷èñ-
ëà êëàññîâ ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîñêîëüêó ýêâèâàëåíòíîñòü ∼ èìååò
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ, íàéäóòñÿ òàêèå íåðàâíûå ÷èñëà m,n, ÷òî
ñëîâà am1 , a

n
1 ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè ∼,

ò.å. am1 ∼ an1 . Ââèäó ñâîéñòâà ïðàâîé èíâàðèàíòíîñòè îòíîøåíèÿ ∼ ïîëó-
÷àåì äàëåå am1 a

n
2 ∼ an1a

n
2 . Îäíàêî ñëîâî a

n
1a

n
2 ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X.

Çíà÷èò, ñëîâî am1 a
n
2 òàêæå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâóX. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò

îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà X.
×òîáû ïîëó÷àòü ïðèìåðû áîëåå ñëîæíûõ êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ìíî-

æåñòâ, ðàññìîòðèì ðÿä îïåðàöèé, êîòîðûå ñîõðàíÿþò êîíå÷íóþ àâòîìàò-
íîñòü ìíîæåñòâ. Ïåðâûìè â ýòîì ðÿäó áóäóò òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå
îïåðàöèè äîïîëíåíèÿ, îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ.

Ïóñòü çàäàí àâòîìàò A = (A,Q, f, q1, F ) è X = D(A). Ïîíÿòíî, ÷òî
âñå ìíîæåñòâî A∗ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà: ìíî-
æåñòâî âñåõ ñëîâ, ïîä äåéñòâèåì êîòîðûõ àâòîìàò A èç ñîñòîÿíèÿ q1

ïîïàäàåò â îäíî èç ñîñòîÿíèé ìíîæåñòâà F (ïî îïðåäåëåíèþ ýòî åñòü
ìíîæåñòâîX), è ìíîæåñòâî âñåõ îñòàëüíûõ ñëîâ, ïîä äåéñòâèåì êîòîðûõ
àâòîìàòA èç ñîñòîÿíèÿ q1 ïîïàäàåò â ñîñòîÿíèÿ èç Q\F . Ñëåäîâàòåëüíî,
ìíîæåñòâî X̄ = A∗ \X äîïóñêàåòñÿ àâòîìàòîì A1 = (A,Q, f, q1, Q \ F ).
Êàê âèäíî, àâòîìàò A1 îòëè÷àåòñÿ îò àâòîìàòà A òîëüêî âûáîðîì ìíî-
æåñòâà çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé.

Èòàê, îïåðàöèÿ äîïîëíåíèÿ (äî ìíîæåñòâà A∗) íå âûâîäèò çà ïðåäå-
ëû êëàññà êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ìíîæåñòâ. Ýòîò ðåçóëüòàò ìû ìîãëè áû
äîêàçàòü è ïî-äðóãîìó, âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé 2.2. Â ñàìîì äåëå,
ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2 äëÿ ïîäõîäÿùåãî ïðàâîèíâàðèàíòíîãî îòíîøåíèÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ êîíå÷íîãî èíäåêñà ìíîæåñòâî X åñòü îáúåäèíåíèå
íåêîòîðîãî ÷èñëà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼. Ïîíÿòíî, ÷òî ìíîæåñòâî
X̄ ïðè ýòîì áóäåò ÿâëÿòüñÿ îáúåäèíåíèåì îñòàâøèõñÿ êëàññîâ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ∼. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî X̄ òàêæå êîíå÷íî-àâòîìàòíî.

Ïåðåéäåì ê îïåðàöèÿì îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ. Ìû õîòèì ïîêà-
çàòü, ÷òî ýòè îïåðàöèè òàêæå íå âûâîäÿò çà ïðåäåëû êëàññà êîíå÷íî-
àâòîìàòíûõ ìíîæåñòâ. Ââèäó çàêîíîâ äå Ìîðãàíà äîñòàòî÷íî ðàññìîò-
ðåòü òîëüêî îäíó èç ýòèõ îïåðàöèé, íàïðèìåð, îïåðàöèþ ïåðåñå÷åíèÿ.

Ïóñòü X, Y � êîíå÷íî-àâòîìàòíûå ìíîæåñòâà, à ïðàâîèíâàðèàíòíûå
îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼1 è ∼2 êîíå÷íîãî èíäåêñà âûáðàíû òàê,
÷òî X åñòü îáúåäèíåíèå íåêîòîðîãî ÷èñëà êëàññîâ îòíîøåíèÿ ∼1 è Y
åñòü îáúåäèíåíèå íåêîòîðîãî ÷èñëà êëàññîâ îòíîøåíèÿ ∼2. Ïóñòü äàëåå
K1, . . . , Ks � âñå êëàññû îòíîøåíèÿ ∼1, L1, . . . , Lt � âñå êëàññû îòíîøå-
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íèÿ ∼2 è, íàïðèìåð,

X = K1 ∪ . . . ∪Ku, Y = L1 ∪ . . . ∪ Lv.
Ââåäåì íà ìíîæåñòâå A∗ íîâîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼3 (ïåðåñå÷å-
íèå îòíîøåíèé ∼1 è ∼2). Äëÿ ýòîãî, îòïðàâëÿÿñü îò ðàçáèåíèé {K1, . . . ,
Ks} è {L1, . . . , Lt} ìíîæåñòâàA∗, ñîçäàäèì íîâîå ðàçáèåíèå {M1, . . . ,Mp}
ìíîæåñòâà A∗: ìíîæåñòâàM1, . . . ,Mp � ýòî âñå íåïóñòûå ïåðåñå÷åíèÿ âè-
äà Ki∩Lj, ãäå 1 6 i 6 s è 1 6 j 6 t. Ïîíÿòíî, ÷òî p 6 st è {M1, . . . ,Mp}
� äåéñòâèòåëüíî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâàA∗ íà íåïóñòûå ïîïàðíî íå ïåðåñå-
êàþùèåñÿ ìíîæåñòâà. Çíà÷èò, íà îñíîâå ðàçáèåíèÿ {M1, . . . ,Mp} ìîæíî
îïðåäåëèòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼3, ïîëàãàÿ ñëîâà ā, b̄ ∈ A∗ ýê-
âèâàëåíòíûìè â ñìûñëå îòíîøåíèÿ ∼3 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
ā, b̄ ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ìíîæåñòâó ðàçáèåíèÿ {M1, . . . ,Mp}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼3 ïðîâîèíâàðèàíòíî:
åñëè ā ∼3 b̄, òî ïî îïðåäåëåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼3 áóäåò òàêæå ā ∼1 b̄

è ā ∼2 b̄. Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñëî-
âà c̄ èìååì āc̄ ∼1 b̄c̄ è āc̄ ∼2 b̄c̄. Âñïîìèíàÿ, ÷òî ∼3 åñòü ïåðåñå÷åíèå
îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè ∼1 è ∼2, ïîëó÷àåì, ÷òî āc̄ ∼3 b̄c̄. Êðîìå òî-
ãî, èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ∼3 åñòü îòíîøåíèå êîíå÷íîãî èíäåêñà.
Îñòàåòñÿ ïðåäñòàâèòü ìíîæåñòâî X ∩ Y â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåêîòîðî-
ãî ÷èñëà ìíîæåñòâ M1, . . . ,Mp. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî áóäóò â òî÷íîñòè âñå
ìíîæåñòâà Ml, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåïóñòûìè ïåðåñå÷åíèÿìè ìíîæåñòâ
èç ÷èñëà K1, . . . , Ku ñ ìíîæåñòâàìè èç ÷èñëà L1, . . . , Lv.

Ïîëó÷åííûé âûøå ðåçóëüòàò ìû îôîðìèì â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.3. Îïåðàöèè äîïîëíåíèÿ, îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ñî-

õðàíÿþò êîíå÷íóþ àâòîìàòíîñòü ìíîæåñòâ.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 2.3 ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå ðåçóëü-
òàòû è äëÿ äðóãèõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé, íàïðèìåð, äëÿ
îïåðàöèé ðàçíîñòè è ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè:

X \ Y = X ∩ Ȳ , X4Y = (X \ Y ) ∪ (Y \X).

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

3. Ïîñòðîèâ íà ìíîæåñòâå {a1, a2}∗ ïîäõîäÿùèå ïðàâîèíâàðèàíòíûå
îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, äîêàçàòü êîíå÷íóþ àâòîìàòíîñòü ñëåäóþ-
ùèõ ìíîæåñòâ:

a) {Λ}; b) {a1}; c) {Λ, a1, a2}; d) {an1a2 : n > 0}.

33



4. Äëÿ ëþáîãî n > 2 îïðåäåëèòü íà ìíîæåñòâå {a1, a2}∗ ïðàâîèíâàðè-
àíòíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü, èìåþùóþ ðîâíî n êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.
5. Ïî àíàëîãèè ñ ïðàâîèíâàðèàíòíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ îïðåäåëèòü

íà ìíîæåñòâå A∗ ëåâîèíâàðèàíòíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü: åñëè ā ∼ b̄ è c̄ �
ïðîèçâîëüíîå ñëîâî èç A∗, òî c̄ā ∼ c̄b̄. Äîêàçàòü äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé
ýêâèâàëåíòíîñòè àíàëîã òåîðåìû 2.2.
6. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 2.3, äîêàçàòü êîíå÷íóþ àâòîìàòíîñòü ñëåäóþ-

ùèõ ìíîæåñòâ:
a) ëþáîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñëîâ â àëôàâèòå A; b) ëþáîå ìíîæåñòâî
âèäà A∗ \X, ãäå X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñëîâ â àëôàâèòå A; c) ìíîæå-
ñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå A, èìåþùèõ âèä ani ãäå 1 6 i 6 k è n > 1; d)
ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå {a1, a2}, êîòîðûå èìåþò ÷åòíóþ äëèíó,
íà÷èíàþòñÿ áóêâîé a1 è â êîòîðûõ áóêâû a1, a2 ÷åðåäóþòñÿ.

� 3. Íåäåòåðìèíèðîâàííûå àâòîìàòû

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì äâå íîâûå, ñóãóáî àâòîìàòíûå îïåðàöèè. ×òî-
áû ïîêàçàòü, ÷òî îíè íå âûâîäÿò çà ïðåäåëû êëàññà êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ
ìíîæåñòâ, íàì ïðèäåòñÿ ïðèáåãíóòü ê òåõíè÷åñêîìó ïðèåìó, êîòîðûé
ïðîùå âñåãî îáúÿñíèòü, åñëè íåêîëüêî ðàñøèðèòü ââåäåííîå âûøå ïî-
íÿòèå àâòîìàòà. Ðå÷ü ïîéäåò î òàê íàçûâàåìûõ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ

àâòîìàòàõ. Ñ ñîäåðæàòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûé àâòî-
ìàò îòëè÷àåòñÿ îò ðàíåå ðàññìîòðåííîãî (äåòåðìèíèðîâàííîãî) àâòîìà-
òà òîëüêî òåì, ÷òî ôóíêöèÿ ïåðåõîäà íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà
ïîçâîëÿåò åìó â êàæäîì ñîñòîÿíèè ïîä äåéñòâèåì ëþáîé âõîäíîé áóê-
âû ïåðåõîäèòü â îäíî èç íåñêîëüêèõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé. Ðàçóìååòñÿ,
ýòà ñïîñîáíîñòü íåäåòåðìèíèðîâàííîãî ïåðåõîäà èìååò ÷èñòî âîîáðàæàå-
ìûé õàðàêòåð è â ðåàëüíûõ àâòîìàòè÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ íå âñòðå÷àåòñÿ.
Îäíàêî ïðè åå íàëè÷èè àâòîìàò ïðèîáðåòàåò íîâûå âîçìîæíîñòè, ïîç-
âîëÿþùèå â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðîùå ðåøàòü ïîñòàâëåííûå çàäà÷è. Âìåñòå ñ
òåì êëàññ ìíîæåñòâ, äîïóñêàåìûõ íåäåòåðìèíèðîâàííûìè àâòîìàòàìè,
íå ïîïîëíÿåòñÿ íîâûìè (íå êîíå÷íî-àâòîìàòíûìè) ìíîæåñòâàìè.

Íåäåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò A, êàê è îáû÷íûé êîíå÷íûé àâòîìàò,
çàäàåòñÿ íàáîðîì (A,Q, f, q1, F ), ãäå A,Q, q1, F èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî
è ðàíåå. Îòëè÷èå ñîñòîèò â ôóíêöèè ïåðåõîäîâ f . Äëÿ íåäåòåðìèíèðî-
âàííîãî àâòîìàòà ôóíêöèÿ f , âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ (îäíîçíà÷íûì)
îòîáðàæåíèåì ìíîæåñòâà A×Q â ìíîæåñòâî Q. Ôóíêöèþ f ñëåäóåò ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ, îòîáðàæàþùóþ ìíîæåñòâî A×Q â ìíîæåñòâî
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2Q \ {∅} âñåõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Q, ëèáî êàê ñïåöèàëü-
íûé âèä ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè A×Q è Q. Èòàê, äëÿ ëþáîé
ïàðû (ai, qj) çíà÷åíèåì ôóíêöèè f áóäåì ñ÷èòàòü íåêîòîðîå íåïóñòîå
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Q.

Ïóñòü ā = ai1ai2 . . . ain � ñëîâî â àëôàâèòå A. Â íåäåòåðìèíèðîâàííîì
àâòîìàòå A ýòîìó ñëîâó ñîîòâåòñòâóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñêîëüêî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ñîñòîÿíèé äëèíû n (ïóòåé äëèíû n â äèàãðàììå Ìóðà).
Áîëåå òî÷íî, ïóñòü, íàïðèìåð, f(ai1, q1) = {qj1, . . . , qjs}, ãäå s > 1. Òî-
ãäà ïîä äåéñòâèåì áóêâû ai1 àâòîìàò A èç ñîñòîÿíèÿ q1 ìîæåò ïåðåéòè
â ëþáîå èç ñîñòîÿíèé qj1, . . . , qjs. Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî

f(ai2, qj1) = {qk1, . . . , qkt}, . . . , f(ai2, qjs) = {ql1, . . . , qlu}.

Òîãäà ïîä äåéñòâèåì ñëîâà ai1ai2 àâòîìàòA ìîæåò ïåðåéòè â ëþáîå èç ñî-
ñòîÿíèé qk1, . . . , qkt, . . . , ql1, . . . , qlu (îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà {qk1, . . . , qkt},
. . . , {ql1, . . . , qlu} ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ). Âîîáùå, åñëè àâòîìàò A ïîä äåé-
ñòâèåì ñëîâà ai1 . . . aid (ãäå d < n) ìîæåò ïåðåéòè â ñîñòîÿíèå qj è

f(aid+1
, qj) = {qm1

, . . . , qmv
},

òî ïîä äåéñòâèåì ñëîâà ai1 . . . , aidaid+1
àâòîìàò A ìîæåò ïåðåéòè â ëþáîå

èç ñîñòîÿíèé qm1
, . . . , qmv

.
Ñ÷èòàåì, ÷òî àâòîìàò A äîïóñêàåò ñëîâî ā, åñëè ïîä äåéñòâèåì ñëîâà

ā àâòîìàò A ìîæåò ïîïàñòü õîòÿ áû â îäíî èç ñîñòîÿíèé ìíîæåñòâà
F . Òàê æå, êàê è âûøå, ÷åðåç D(A) îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ,
äîïóñêàåìûõ àâòîìàòîì A.
Òåîðåìà 2.4. Êëàññ ìíîæåñòâ, äîïóñêàåìûõ êîíå÷íûìè íåäåòåð-

ìèíèðîâàííûìè àâòîìàòàìè, ñîâïàäàåò ñ êëàññîì êîíå÷íî-àâòîìàò-

íûõ ìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îäíó ñòîðîíó óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî:
âñÿêèé êîíå÷íûé àâòîìàò ìîæíî ñ÷èòàòü íåäåòåðìèíèðîâàííûì àâòîìà-
òîì è ïîòîìó âñÿêîå êîíå÷íî-àâòîìàòíîå ìíîæåñòâî äîïóñêàåòñÿ òàêæå
è íåäåòåðìèíèðîâàííûì àâòîìàòîì. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû â
äðóãóþ ñòîðîíó.

Ïóñòü A = (A,Q, f, q1, F ) � íåäåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò è ìíîæå-
ñòâî Q ñîñòîèò èç r ñîñòîÿíèé. Ïîñòðîèì ïî íåìó îáû÷íûé (äåòåðìèíè-
ðîâàííûé) àâòîìàò A′, êîòîðûé äîïóñêàåò òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî D(A).
Èç àíàëèçà äåéñòâèÿ ñëîâà (èç A∗) íà íåäåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò A
âèäíî, ÷òî â ïðèíöèïå ëþáîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Q ìî-
æåò ÿâëÿòüñÿ ìíîæåñòâîì òåõ ñîñòîÿíèé, â êàæäîå èç êîòîðûõ àâòîìàò
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A ïîïàäàåò ïîä äåéñòâèåì îäíîãî è òîãî æå âõîäíîãî ñëîâà. Ïîýòîìó â
êà÷åñòâå ñîñòîÿíèé àâòîìàòà A′ âîçüìåì âñå íåïóñòûå ïîäíîæåñòâà ìíî-
æåñòâà Q. ×èñëî òàêèõ ïîäìíîæåñòâ åñòü r′ = 2r − 1. Îáîçíà÷èì ýòè
ìíîæåñòâà-ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòà A′ ÷åðåç q′1, . . . , q′r′.

Äîâîëüíî ïîíÿòíî, êàê îïðåäåëèòü ôóíêöèþ ïåðåõîäîâ f ′ àâòîìàòà
A′: åñëè q′j = {qj1, . . . , qjs}, òî, ñ÷èòàÿ çíà÷åíèÿ f(ai, qj1), . . . , f(ai, qjs)
ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà Q, ïîëîæèì

f ′(ai, q
′
j) = q′l, ãäå q′l = f(ai, qj1) ∪ . . . ∪ f(ai, qjs).

Ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâî F ′ àâòîìàòà A′ áóäåò ñîñòîÿòü èç âñåõ ïîä-
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Q, êîòîðûå èìåþò õîòÿ áû îäèí îáùèé ýëåìåíò ñ
ìíîæåñòâîì F . Íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì àâòîìàòà A′ ÿâëÿåòñÿ îäíîýëå-
ìåíòíîå ìíîæåñòâî {q1}.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà ā â àëôàâèòå A àâòîìàò
A′, íà÷èíàÿ ñ îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà {q1}, ïîä äåéñòâèåì ñëîâà ā
äîñòèãàåò ñîñòîÿíèÿ {qj1, . . . , qjs} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà àâòîìàò A
ïîä äåéñòâèåì ñëîâà ā ìîæåò ïîïàñòü â ëþáîå èç ñîñòîÿíèé qj1, . . . , qjs.
Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî D(A′) = D(A). Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

7. Îáîáùèì ïîíÿòèå íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà â äâóõ íàïðàâ-
ëåíèÿõ. Âî-ïåðâûõ, ðàçðåøèì àâòîìàòó âìåñòî îäíîãî íà÷àëüíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ èìåòü íåñêîëüêî íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî,
äîïóñòèìîå àâòîìàòîì, áóäåò ñîñòîÿòü èç âñåõ ñëîâ, ïîä äåéñòâèåì êî-
òîðûõ àâòîìàò èç êàêîãî-ëèáî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïåðåõîäèò â êàêîå-
ëèáî çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå. Âî-âòîðûõ, íå áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû
äëÿ ëþáîé áóêâû ai âõîäíîãî àëôàâèòà è ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ qj çíà÷åíèå
f(ai, qj) áûëî îïðåäåëåíî (â äèàãðàììå Ìóðà òàêîãî àâòîìàòà íå èç âñÿ-
êîãî ñîñòîÿíèÿ qj âûõîäèò äóãà, ïîìå÷åííàÿ áóêâîé ai). Íàçîâåì òàêèå
îáîáùåííûå íåäåòåðìèíèðîâàííûå àâòîìàòû èñòî÷íèêàìè.

Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ìíîæåñòâî, äîïóñòèìîå èñòî÷íèêîì, ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íî-àâòîìàòíûì.

� 4. Îïåðàöèè ïðîèçâåäåíèÿ è èòåðàöèè

Â � 1 ìû îïðåäåëèëè îïåðàöèþ êîíêàòåíàöèè ñëîâ. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî îïåðàöèÿ êîíêàòåíàöèè àññîöèàòèâíà, íî íå êîììóòàòèâíà. Ïî ñó-
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ùåñòâó êîíêàòåíàöèÿ ÿâëÿåòñÿ (íåêîììóòàòèâíîé) îïåðàöèåé óìíîæå-
íèÿ ñëîâ. Íà îñíîâå îïåðàöèè êîíêàòåíàöèè äàäèì îïðåäåëåíèå îïåðàöèè
ïðîèçâåäåíèÿ ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç ñëîâ.

ÏóñòüX, Y � ïðîèçâîëüíûå íåïóñòûå ìíîæåñòâà ñëîâ.Ïðîèçâåäåíèåì
ìíîæåñòâ X, Y íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî X ·Y âñåõ ñëîâ âèäà āb̄, ãäå ā ∈ X
è b̄ ∈ Y . Èíà÷å ãîâîðÿ,

X · Y =
⋃

ā∈X, b̄∈Y

āb̄.

Ïîñêîëüêó â îñíîâå îïåðàöèè ïðîèçâåäåíèÿ ëåæèò îïåðàöèÿ êîíêàòå-
íàöèè, îïåðàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ òàêæå áóäåò àññîöèàòèâíîé, íî íå êîì-
ìóòàòèâíîé îïåðàöèåé. Åñëè n > 1, òî âìåñòî X · X · . . . · X (n ðàç),
êàê îáû÷íî, áóäåì ïèñàòü Xn. Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåïóñòî-
ãî ìíîæåñòâà X ìíîæåñòâî X0 îïðåäåëåíî è ñîñòîèò èç îäíîãî ïóñòîãî
ñëîâà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X ñïðàâåäëèâû ðà-
âåíñòâà ∅ ·X = X ·∅ = ∅.

Îïåðàöèÿ èòåðàöèè � áîëåå ñëîæíàÿ îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ îñíîâàíà íà
îïåðàöèÿõ ïðîèçâåäåíèÿ è îáúåäèíåíèÿ. Èìåííî, åñëèX � íåïóñòîå ìíî-
æåñòâî ñëîâ, òî èòåðàöèåéX∗ ìíîæåñòâàX íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîå îáú-
åäèíåíèå

X0 ∪X1 ∪X2 ∪ . . . ∪Xn ∪ . . . .
Èíà÷å ãîâîðÿ, ñëîâî ā ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X∗ â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà ëèáî ā = Λ, ëèáî ñóùåñòâóþò òàêèå ñëîâà ā1, . . . , ān èç X
(çäåñü n òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì), ÷òî ā = ā1 . . . ān. Çàìåòèì, ÷òî
åñëè â ìíîæåñòâî X âõîäèò íåïóñòîå ñëîâî ā, òî ìíîæåñòâó X∗ ïðèíàä-
ëåæàò âñå ñëîâà ā, ā2, ā3, . . ., ò.å. ìíîæåñòâî X∗ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì.
Íàïðîòèâ, åñëè X = {Λ}, òî X∗ = {Λ}. Èòåðàöèÿ ïóñòîãî ìíîæåñòâà ïî
îïðåäåëåíèþ åñòü ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ìíîæåñòâî A∗ âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå A
(âêëþ÷àÿ ïóñòîå ñëîâî) äåéñòâèòåëüíî åñòü èòåðàöèÿ ìíîæåñòâà A.

Öåëü ýòîãî ïàðàãðàôà � ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàöèè ïðîèçâåäåíèÿ è èòå-
ðàöèè íå âûâîäÿò çà ïðåäåëû êëàññà êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 2.5.Îïåðàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñîõðàíÿåò êîíå÷íóþ àâòîìàò-

íîñòü ìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = (A,Q, f, q1, F ), B = (A,Q′, f ′, q′1, F
′)

� êîíå÷íûå àâòîìàòû è X = D(A), Y = D(B). Ïîñòðîèì àâòîìàò C,
êîòîðûé äîïóñêàåò ìíîæåñòâî X · Y .
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Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà X · Y , ïîïûòàåìñÿ â ïîñòðîåíèè
àâòîìàòà C ðåàëèçîâàòü ñëåäóþùóþ èäåþ: êàæäîå çàêëþ÷èòåëüíîå ñî-
ñòîÿíèå àâòîìàòàA â àâòîìàòå C áóäåò îäíîâðåìåííî ¾ðàññìàòðèâàòüñÿ¿
è êàê íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà B. Ñðàçó ÿñíî, ÷òî èñêîìûé àâòîìàò
C, ðåàëèçóþùèé ýòó èäåþ, äîëæåí áûòü íåäåòåðìèíèðîâàííûì àâòîìà-
òîì. Îäíàêî ýòî íå ìîæåò ñëóæèòü ïðåïÿòñòâèåì íà ïóòè âûïîëíåíèÿ
çàäóìàííîãî ïëàíà, ïîñêîëüêó â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå óêàçàí ñïîñîá
¾äåòåðìèíèçàöèè¿ íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà.

Îïðåäåëèì áîëåå ïîäðîáíî àâòîìàò C. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâà
Q è Q′ íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé àâòîìàòà C áóäåò ïðåä-
ñòàâëÿòü ñîáîé îáúåäèíåíèå Q∪Q′. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ïåðåõîäîâ h àâ-
òîìàòà C. Ïóñòü q ∈ Q∪Q′. Åñëè q /∈ F ëèáî q ∈ Q′, òî çíà÷åíèå h(ai, q)
ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèåì f(ai, q) èëè f ′(ai, q). Åñëè æå
q ∈ F , òî ôóíêöèÿ h íà íàáîðå (ai, q) ïðèíèìàåò äâà çíà÷åíèÿ f(ai, q)
è f ′(ai, q

′
1). Òàêèì îáðàçîì, íåäåòåðìèíèðîâàííîñòü àâòîìàòà C ïðîÿâ-

ëÿåòñÿ òîëüêî â ñîñòîÿíèÿõ q èç ìíîæåñòâà F : â íèõ àâòîìàò C ìîæåò
ïðîäîëæàòü ðàáîòàòü êàê àâòîìàò A, ëèáî íà÷àòü ðàáîòàòü êàê àâòîìàò
B.

Çàêëþ÷èòåëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè àâòîìàòà C îáúÿâèì âñå ñîñòîÿíèÿ èç
ìíîæåñòâà F ′. Íåòðóäíî âèäåòü ÷òî àâòîìàò C äåéñòâèòåëüíî äîïóñêàåò
ìíîæåñòâî X · Y . Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 2.6. Îïåðàöèÿ èòåðàöèè ñîõðàíÿåò êîíå÷íóþ àâòîìàò-

íîñòü ìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = (A,Q, f, q1, F ) � êîíå÷íûé àâòîìàò è
X = D(A). Åñëè X = {Λ}, òî X∗ = {Λ} è àâòîìàò A äîïóñêàåò ìíîæå-
ñòâî X∗. Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî ìíîæåñòâî X ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíî
íåïóñòîå ñëîâî. Ïî àâòîìàòó A áóäåì ñòðîèòü íåäåòåðìèíèðîâàííûé àâ-
òîìàò C, êîòîðûé äîïóñêàåò ìíîæåñòâî X∗. Îáðàùàÿñü ê îïðåäåëåíèþ
ìíîæåñòâà X∗, âèäèì, ÷òî àâòîìàò C ìîã áû ïîëó÷èòüñÿ èç àâòîìàòà
A, åñëè â àâòîìàòå A ¾îòîæäåñòâèòü¿ âñå çàêëþ÷èòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ ñ
íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì q1.

Áîëåå ôîðìàëüíî: ñëåäóþùèì îáðàçîì ðàñøèðèì ôóíêöèþ ïåðåõîäîâ
f àâòîìàòà A äî ôóíêöèè f ′ àâòîìàòà C: åñëè ñîñòîÿíèå qj âõîäèò â
ìíîæåñòâî F , òî ïóñòü äëÿ ëþáîé áóêâû ai èç A çíà÷åíèåì f ′(ai, qj) áóäóò
ñîñòîÿíèÿ f(ai, qj) è f(ai, q1) (ìîæåò ñòàòüñÿ, ÷òî f(ai, qj) = f(ai, q1),
òîãäà ôóíêöèÿ f ′ ïðèíèìàåò íà íàáîðå (ai, qj) îäíî çíà÷åíèå f(ai, qj)).
Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q1 è ìíîæåñòâî çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé F ìû
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îñòàâëÿåì äëÿ àâòîìàòà C áåç èçìåíåíèé.
Ëåãêî ïîíÿòü, êàê áóäåò ðàáîòàòü àâòîìàò C ïðè ïîäà÷å íà åãî âõîä

ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà. Äî òîãî ìîìåíòà, ïîêà àâòîìàò C íå ïîïàäåò â îä-
íî èç ñîñòîÿíèé ìíîæåñòâà F , îí áóäåò äåéñòâîâàòü òî÷íî òàê æå, êàê
àâòîìàò A. Ïðè ïîïàäàíèè â ñîñòîÿíèå ìíîæåñòâà F ïåðåä àâòîìàòîì
C âîçíèêàåò àëüòåðíàòèâà: ëèáî ïðîäîëæàòü äåéñòâîâàòü êàê àâòîìàò A
(ò.å. âîñïîëüçîâàòüñÿ ïåðåõîäîì f(ai, qj)), ëèáî ïðèíÿòü äàííîå çàêëþ÷è-
òåëüíîå ñîñòîÿíèå çà íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà A è â ñîîòâåòñòâèè ñ
ýòèì äåéñòâîâàòü êàê àâòîìàò A, êîòîðûé íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè q1 (ò.å.
èñïîëüçîâàòü ïåðåõîä f(ai, q1)). Ðàçóìååòñÿ, ïîäîáíûå àëüòåðíàòèâû äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî âõîäíîãî ñëîâà ìîãóò âîçíèêàòü íå îäèí ðàç.

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêîå ñëîâî, äîïóñêàåìîå àâòîìàòîì C, ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïðîèçâåäåíèå íåñêîëüêèõ ñëîâ, äîïóñêàåìûõ àâòîìàòîì A. Âåðíî
è îáðàòíîå: âñÿêîå ñëîâî, ïðåäñòàâèìîå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåñêîëüêèõ
ñëîâ, äîïóñêàåìûõ àâòîìàòîì A, äîïóñêàåòñÿ àâòîìàòîì C. Çíà÷èò, D(C)
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

X1 ∪X2 ∪ . . . ∪Xn ∪ . . . (2.3)

Åñëè Λ ∈ X, òî ìíîæåñòâî (2.3) ðàâíî ìíîæåñòâó X∗. Â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî X∗, íåîáõîäèìî ê ìíîæåñòâó (2.3) äîáà-
âèòü ïóñòîå ñëîâî. Îäíàêî íàì èçâåñòíî, ÷òî îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî
{Λ} ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-àâòîìàòíûì. Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíî
òåîðåìó 2.4 ê ìíîæåñòâó D(C) è òåîðåìó 2.3 ê ìíîæåñòâàì D(C) è {Λ},
ïîëó÷àåì êîíå÷íóþ àâòîìàòíîñòü ìíîæåñòâà X∗. Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

8. Îòïðàâëÿÿñü îò ìíîæåñòâ {a1} è {a2}, ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ îïå-
ðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïðîèçâåäåíèÿ è èòåðàöèè êîíå÷íî-àâòîìàòíîå ìíî-
æåñòâî èç çàäà÷è 2e.
9. Ïóñòü ā � ïðîèçâîëüíîå ñëîâî â àëôàâèòå A. Ñêîëüêî ðàç íóæíî

ïðèìåíèòü îïåðàöèþ èòåðàöèè, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî A∗ \ {ā} èç
ìíîæåñòâ {a1}, . . . , {ak} ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïðîèçâåäå-
íèÿ è èòåðàöèè?
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� 5. Ðåãóëÿðíûå ìíîæåñòâà. Òåîðåìà Êëèíè

Êàê ìû âèäåëè â � 2, êîíå÷íî-àâòîìàòíûå ìíîæåñòâà ìîæíî îïðåäå-
ëÿòü áåç èñïîëüçîâàíèÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ. Åùå îäíî àëãåáðàè÷åñêîå
îïðåäåëåíèå êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ìíîæåñòâ ïðåäëîæåíî Ñ.Êëèíè.

Ââåäåì ïîíÿòèÿ ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ íàä àëôàâèòîì A è ïàðàë-
ëåëüíî � îïðåäåëÿåìîãî èì ðåãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà â àëôàâèòå A.

1. ∅ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì âûðàæåíèåì íàä àëôàâèòîì A è çàäàåò
ïóñòîå ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî.

2. Λ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì âûðàæåíèåì íàä àëôàâèòîì A è çàäàåò
ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî {Λ}, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ïóñòîãî ñëîâà.

3. Åñëè ai � áóêâà àëôàâèòà A, òî ñèìâîë ai ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì
âûðàæåíèåì íàä àëôàâèòîì A è çàäàåò ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî {ai}, ñî-
ñòîÿùåå èç îäíîáóêâåííîãî ñëîâà ai.

4. Ïóñòü α, β � ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ íàä àëôàâèòîì A, êîòîðûå
îïðåäåëÿþò ðåãóëÿðíûå ìíîæåñòâà X, Y ñëîâ â àëôàâèòå A. Òîãäà

(α ∪ β), (αβ), (α)∗

ñóòü ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ íàä àëôàâèòîì A, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñî-
îòâåòñòâåííî ðåãóëÿðíûå ìíîæåñòâà X ∪ Y, X · Y è X∗.

Ïðè çàïèñè ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé ìû áóäåì èíîãäà îïóñêàòü ñêîáêè,
ñ÷èòàÿ, ÷òî îïåðàöèÿ ∗ èìååò áîëåå âûñîêèé ïðèîðèòåò, ÷åì îïåðàöèè ∪
è ·, à îïåðàöèÿ · � áîëåå âûñîêèé ïðèîðèòåò, ÷åì îïåðàöèÿ ∪.

Èç � 1 íàì èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâà ∅, {Λ} è {ai} ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî-
àâòîìàòíûìè, à èç �� 2,4 � ÷òî îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ, ïðîèçâåäåíèÿ è
èòåðàöèè ñîõðàíÿþò êîíå÷íóþ àâòîìàòíîñòü ìíîæåñòâ. Òåì ñàìûì ìû
äîêàçàëè â îäíó ñòîðîíó ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.7 (Ñ.Êëèíè).Êëàññ êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ìíîæåñòâ ñîâ-

ïàäàåò ñ êëàññîì ðåãóëÿðíûõ ìíîæåñòâ.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî âñÿêîå êîíå÷íî-àâòîìàòíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíûì. Ïóñòü A = (A,Q, f, q1, F ) � êîíå÷íûé àâòîìàò, êîòîðûé
äîïóñêàåò ìíîæåñòâî X, Q = {q1, . . . , qr} è F = {qj1, . . . , qjs}. Ïîêàæåì,
÷òî ìíîæåñòâî X ðåãóëÿðíî.

Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ìíîæåñòâî F çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé ìîæ-
íî ñ÷èòàòü îäíîýëåìåíòíûì. Â ñàìîì äåëå, êàê âûòåêàåò èç îïðåäåëå-
íèÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà, ìíîæåñòâî X åñòü îáúåäèíåíèå s ïîïàðíî
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íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ X1, . . . , Xs, êîòîðûå äîïóñêàþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî àâòîìàòàìè

A1 = (A,Q, f, q1, {qj1}), . . . ,As = (A,Q, f, q1, {qjs})

(ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ñîñòîÿíèÿ qj1, . . . , qjs äîñòèæèìû èç íà÷àëüíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ q1).

Èòàê, ïóñòü äàëåå F = {qt}, ãäå 1 6 t 6 r. Äëÿ ëþáîãî k (0 6 k 6 r)
è ëþáûõ i, j (1 6 i, j 6 r) îáîçíà÷èì ÷åðåç Zk

ij ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ
â àëôàâèòå A, êîòîðûå ïåðåâîäÿò àâòîìàò A èç ñîñòîÿíèÿ qi â ñîñòî-
ÿíèå qj, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ¾ïðîìåæóòî÷íûõ¿ òîëüêî ñî-
ñòîÿíèÿ q1, . . . , qk. Èíûìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî Zk

ij ñîñòîèò èç âñåõ ñëîâ
ai1 . . . ain, äëÿ êîòîðûõ íàéäóòñÿ òàêèå ñîñòîÿíèÿ ql2, . . . , qln èç ìíîæåñòâà
{q1, . . . , qk}, ÷òî

f(ai1, qi) = ql2, f(ai2, ql2) = ql3, . . . , f(ain−1, qln−1) = qln, f(ain, qln) = qj.

Äàëåå ìû ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî k, ÷òî âñå ìíîæåñòâà Zk
ij ðåãóëÿðíû.

Ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, Zr
1t = X, îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü ðåãóëÿðíîñòü

ìíîæåñòâà X.
Íà÷íåì ñ ìíîæåñòâ Z0

ij. Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâî Z0
ij ñîñòîèò èç

âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå A, êîòîðûå ïåðåâîäÿò àâòîìàò A èç ñîñòîÿíèÿ qi
â ñîñòîÿíèå qj è ïðè ýòîì íå èñïîëüçóþòñÿ íèêàêèå ¾ïðîìåæóòî÷íûå¿
ñîñòîÿíèÿ.

Ïóñòü i = j. Òîãäà ìíîæåñòâî Z0
ii çàâåäîìî âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïóñòîå

ñëîâî. Êðîìå òîãî, åñëè åñòü áóêâû am1
, . . . , amp

àëôàâèòà A, ïåðåâîäÿ-
ùèå ñîñòîÿíèå qi â ñåáÿ, òî, î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî Z0

ii ñîñòîèò èç ïóñòîãî
ñëîâà è ýòèõ áóêâ, ò.å. Z0

ii = {Λ, am1
, . . . , amp

}. Èòàê, ìíîæåñòâî Z0
ii ëèáî

ñîñòîèò èç îäíîãî ïóñòîãî ñëîâà, ëèáî èç ñëîâ Λ, am1
, . . . , amp

. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ìíîæåñòâî Z0

ii êîíå÷íî è ïîòîìó ðåãóëÿðíî.
Ïóñòü i 6= j. Òîãäà ìíîæåñòâî Z0

ij ëèáî ïóñòî (åñëè îòñóòñòâóþò áóêâû,
ïåðåâîäÿùèå ñîñòîÿíèå qi íåïîñðåäñòâåííî â ñîñòîÿíèå qj), ëèáî ñîñòîèò
èç íåêîòîðûõ áóêâ àëôàâèòà A. Ïîíÿòíî, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìíîæåñòâî
Z0
ij òàêæå ðåãóëÿðíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåãóëÿðíîñòü ìíîæåñòâ Zk−1

ij óñòàíîâëåíà äëÿ âñåõ
i, j (1 6 i, j 6 r) è íåêîòîðîãî k, ãäå 1 6 k 6 r. Äîêàæåì ðåãóëÿðíîñòü
âñåõ ìíîæåñòâ Zk

ij.
Ïóñòü ā � ïðîèçâîëüíîå ñëîâî, ïðèíàäëåæàùåå ìíîæåñòâó Zk

ij. Òîãäà
ïîä äåéñòâèåì ñëîâà ā àâòîìàò A ïåðåõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ qi â ñîñòîÿ-
íèå qj. Åñëè ïðè ýòîì íå èñïîëüçóåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîå ñîñòîÿíèå qk, òî
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ā ∈ Zk−1
ij . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëîâî ā ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíêà-

òåíàöèè òðåõ ñëîâ ā1, ā2, ā3, ãäå:
1) ïîä äåéñòâèåì ñëîâà ā1 àâòîìàò A ïåðåõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ qi â

ñîñòîÿíèå qk, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íûõ òîëüêî ñîñòîÿíèÿ
q1, . . . , qk−1 (ò.å. ā1 ∈ Zk−1

ik );
2) ïîä äåéñòâèåì ñëîâà ā2 àâòîìàò A ñîâåðøàåò íåñêîëüêî öèêëè÷å-

ñêèõ ïåðåõîäîâ èç ñîñòîÿíèÿ qk â ñåáÿ, èñïîëüçóÿ â êàæäîì öèêëå â êà-
÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íûõ òîëüêî ñîñòîÿíèÿ q1, . . . , qk−1 (ò.å. ā2 ∈ (Zk−1

kk )∗);
3) ïîä äåéñòâèåì ñëîâà ā3 àâòîìàò A ïåðåõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ qk â

ñîñòîÿíèå qj, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íûõ òîëüêî ñîñòîÿíèÿ
q1, . . . , qk−1 (ò.å. ā3 ∈ Zk−1

kj ).
Â èòîãå ìû ïðèõîäèì ê ôîðìóëå

Zk
ij = Zk−1

ij ∪ Zk−1
ik · (Z

k−1
kk )∗ · Zk−1

kj ,

êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîñòè ìíîæåñòâ Zk−1
ij , Zk−1

ik , Zk−1
kk ,

Zk−1
kj ìíîæåñòâî Zk

ij òàêæå áóäåò ðåãóëÿðíûì. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû Êëèíè.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

10. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà, äîêàçàòü ðåãó-
ëÿðíîñòü ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ â àëôàâèòå {a1, a2}:
a) ëþáîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñëîâ; b) äîïîëíåíèå (äî ìíîæåñòâà {a1, a2}∗)
ê ëþáîìó êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó ñëîâ; c) ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, ñîñòàâ-
ëåííûõ èç ñëîâ ā1 . . . ān; d) ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, ñîäåðæàùèõ â êà÷åñòâå
ïîäñëîâà çàäàííîå ñëîâî ā; e) ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, êîòîðûå íå ñîäåðæàò
â êà÷åñòâå ïîäñëîâà çàäàííîå ñëîâî ā.
11. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îáîáùåíèå êîíå÷íîãî àâòîìàòà. Ðàçðåøèì

ïåðåõîä èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå îáîáùåííîãî àâòîìà-
òà íå òîëüêî ïîä äåéñòâèåì áóêâ âõîäíîãî àëôàâèòà (êàê ýòî ïðåäóñìàò-
ðèâàåòñÿ â îáû÷íîì àâòîìàòå), íî òàêæå è ïîä äåéñòâèåì ïðîèçâîëüíûõ
ñëîâ âî âõîäíîì àëôàâèòå. Êðîìå òîãî, ðàçðåøèì àâòîìàòó ïîä äåéñòâè-
åì îäíîãî è òîãî æå ñëîâà ïåðåõîäèòü â íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé
(íåäåòåðìèíèðîâàííîñòü àâòîìàòà). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ
f îáîáùåííîãî àâòîìàòà A = (A,Q, f, q1, F ) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîé ôóíê-
öèåé, çàäàííîé íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì ïîäìíîæåñòâå ìíîæåñòâà A∗×Q,
êîòîðàÿ íåêîòîðûì ïàðàì (ā, qj) ñîïîñòàâëÿåò íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà
ìíîæåñòâà Q.
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Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ìíîæåñòâî, äîïóñòèìîå òàêèì îáîáùåííûì àâ-
òîìàòîì, ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-àâòîìàòíûì.
12. Îïðåäåëèì îïåðàöèþ ïîäñòàíîâêè íåñêîëüêèõ ìíîæåñòâ ñëîâ â

ìíîæåñòâî ñëîâ. Ïóñòü èìåþòñÿ àëôàâèòû A = {a1, . . . , ak} è B, ïðîèç-
âîëüíîå ìíîæåñòâî X ñëîâ â àëôàâèòå A è ïðîèçâîëüíûå íåïóñòûå ìíî-
æåñòâà Y1, . . . , Yk ñëîâ â àëôàâèòå B. Ïîäñòàíîâêîé ìíîæåñòâ Y1, . . . , Yk
â ìíîæåñòâî X áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî X[Y1, . . . , Yk] âñåõ ñëîâ â àë-
ôàâèòå B, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: áåðåòñÿ ïðîèç-
âîëüíîå ñëîâî ai1 . . . ain èç X è â ìíîæåñòâî X[Y1, . . . , Yk] çàíîñÿòñÿ âñå
ñëîâà èç ìíîæåñòâà Yi1 · . . . ·Yin. Åñëè ìíîæåñòâó X ïðèíàäëåæèò ïóñòîå
ñëîâî, òî ¾ïîäñòàíîâêà¿ ìíîæåñòâ Y1, . . . , Yk â ïóñòîå ñëîâî äàåò ïóñòîå
ñëîâî. Åñëè X = ∅, òî ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåì, ÷òî X[Y1, . . . , Yk] = ∅.

Äîêàçàòü, ÷òî ïîäñòàíîâêà êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ìíîæåñòâ â êîíå÷íî-
àâòîìàòíîå ìíîæåñòâî äàåò êîíå÷íî-àâòîìàòíîå ìíîæåñòâî.
13. Îáðàùåíèåì ñëîâà ai1 . . . ain íàçûâàåòñÿ ñëîâî ain . . . ai1. Îáðàùå-

íèå ìíîæåñòâà ñëîâ X � ýòî ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îáðàùåíèé âñåõ
ñëîâ èç X.

Äîêàçàòü, ÷òî îáðàùåíèå ëþáîãî êîíå÷íî-àâòîìàòíîãî ìíîæåñòâà ÿâ-
ëÿåòñÿ êîíå÷íî-àâòîìàòíûì ìíîæåñòâîì.
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Ãëàâà 3

ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ-ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÈ

� 1. Êîíå÷íûé àâòîìàò ñ âûõîäîì. Òåîðåìà Ìóðà

Ðàñøèðèì ïîíÿòèå êîíå÷íîãî àâòîìàòà. Ïóñòü A = {a1, . . . , ak}, B =
{b1, . . . , bm} � êîíå÷íûå àëôàâèòû. Ìû õîòèì îïðåäåëèòü êîíå÷íûé àâ-
òîìàò ñ âõîäíûì àëôàâèòîì A è âûõîäíûì àëôàâèòîì B òàê, ÷òîáû
îí ìîã âû÷èñëÿòü ñëîâàðíóþ ôóíêöèþ âèäà A∗ → B∗, ò.å. îòîáðàæåíèå
ìíîæåñòâà A∗ âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå A â ìíîæåñòâî B∗ âñåõ ñëîâ â àëôà-
âèòå B. Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîãî íàìåðåíèÿ ïðîùå âñåãî ñíàáäèòü àâòîìàò
áåç âûõîäà òàê íàçûâàåìîé ôóíêöèåé âûõîäîâ, êîòîðàÿ íà êàæäîì øàãå
ðàáîòû àâòîìàòà âûäàåò íåêîòîðóþ áóêâó âûõîäíîãî àëôàâèòà B. Îò-
ìåòèì, ÷òî â êîíöåïöèè àâòîìàòà ñ âûõîäîì çàêëþ÷èòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ
íå ïðåäóñìîòðåíû.

Èòàê, êîíå÷íûé àâòîìàò A ñ âûõîäîì çàäàåòñÿ íàáîðîì (A,B,Q, f,
g, q1), ãäå A � âõîäíîé, B � âûõîäíîé àëôàâèòû àâòîìàòà, Q = {q1, . . . ,

qr} � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, f � ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ, îòîáðàæàþùàÿ
ìíîæåñòâî A×Q â ìíîæåñòâî Q, g � ôóíêöèÿ âûõîäîâ, îòîáðàæàþùàÿ
ìíîæåñòâî A×Q â ìíîæåñòâî B, q1 � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà A.

Ñ÷èòàåì, ÷òî àâòîìàò A ïðåîáðàçóåò (ïåðåâîäèò) ñëîâî ai1 . . . ain â
àëôàâèòå A â ñîîòâåòñòâóþùåå ñëîâî bj1 . . . bjn â àëôàâèòå B ñîãëàñíî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Ïîëàãàåì bj1 = g(ai1, q1). Íàõîäèì çíà÷åíèå qs1 =
f(ai1, q1). Òîãäà bj2 = g(ai2, qs2). Äàëåå âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå f(ai2, qs1).
Âîîáùå, åñëè óæå íàéäåíî, ÷òî qsl = f(ail, qsl−1), òî ïîëàãàåì bjl+1

=
g(ail+1

, qsl) è íàõîäèì çíà÷åíèå qsl+1
= f(ail+1

, qsl).
Ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåì, ÷òî ïóñòîå ñëîâî àâòîìàò A ïåðåâîäèò òàê-

æå â ïóñòîå ñëîâî. Òåì ñàìûì àâòîìàò A çàäàåò îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà
A∗ â ìíîæåñòâî B∗, êîòîðîå ìû áóäåì íàçûâàòü êîíå÷íî-àâòîìàòíîé

ôóíêöèåé, ðåàëèçóåìîé (âû÷èñëèìîé) àâòîìàòîì A. Äëÿ óïðîùåíèÿ çà-
ïèñè ýòó ôóíêöèþ áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå ñèìâîëîì A.

Èç îïèñàíèÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè A ëåãêî óñìîòðåòü, ÷òî ñ ââåäåíè-
åì ïàðàìåòðà t (¾âðåìÿ¿) ýòó ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ
ñëåäóþùèõ êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

y(t) = f(x(t), q(t− 1)),
q(t) = g(x(t), q(t− 1)),
q(0) = q1,
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ãäå ÷åðåç y(t) îáîçíà÷åí âûõîäíîé ñèìâîë àâòîìàòà A â ìîìåíò âðå-
ìåíè t.

Òàê æå, êàê äëÿ àâòîìàòà áåç âûõîäà, àâòîìàò A è ðåàëèçóåìóþ èì
êîíå÷íî-àâòîìàòíóþ ôóíêöèþ ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ äèàãðàììû Ìó-
ðà. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå äëÿ àâòîìàòîâ ñ âûõîäîì ñîñòîèò â òîì, ÷òî
íà äóãå äèàãðàììû Ìóðà, âåäóùåé èç ñîñòîÿíèÿ qj â ñîñòîÿíèå ql è ïî-
ìå÷åííîé áóêâîé ai (ò.å. ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ f(ai, qj) = ql), âñëåä çà
áóêâîé ai ÷åðåç çàïÿòóþ ñòàâèòñÿ áóêâà bp = g(ai, qj). Íèæå íà ðèñóíêå
èçîáðàæåí ïðèìåð äèàãðàììû Ìóðà äëÿ àâòîìàòà ñ âõîäíûì àëôàâèòîì
A = {a1, a2} è âûõîäíûì àëôàâèòîì B = {b1, b2}.

q1 q2 q3

a1, b2

∗a2, b1

a2, b1

a1, b1

a1, b2

a2, b2

Äëÿ àâòîìàòîâ ñ âûõîäîì îäíîé èç öåíòðàëüíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ïðî-
áëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè àâòîìàòîâ. Íàçîâåì äâà àâòîìàòà ñ âûõîäîì
ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñîâïàäàþò ôóíêöèè, ðåàëèçóåìûå ýòèìè àâòîìà-
òàìè. Ïóñòü A = (A,B,Q, f, g, q1) � àâòîìàò ñ âûõîäîì, qj, ql � ñîñòîÿ-
íèÿ àâòîìàòà A. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîñòîÿíèÿ qj, ql ýêâèâàëåíòíû (â
àâòîìàòå A), åñëè ýêâèâàëåíòíû àâòîìàòû

Aj = (A,B,Q, f, g, qj), Al = (A,B,Q, f, g, ql).

Íåýêâèâàëåíòíûå ñîñòîÿíèÿ íàçûâàåì òàêæå îòëè÷èìûìè ñîñòîÿíèÿìè.
Åñëè ñîñòîÿíèÿ qj, ql îòëè÷èìû â àâòîìàòå A, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ñëîâî
ā â àëôàâèòå A, ÷òî Aj(ā) 6= Al(ā). Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ñëîâî ā
îòëè÷àåò ñîñòîÿíèÿ qj, ql â àâòîìàòå A.

Â òåîðåìå 3.1 äàåòñÿ íåóëó÷øàåìàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ äëèíû ñëîâà,
îòëè÷àþùåãî â àâòîìàòå ñ r ñîñòîÿíèÿìè äâà îòëè÷èìûõ ñîñòîÿíèÿ.

Òåîðåìà 3.1 (Ý.Ìóð). Åñëè â àâòîìàòå ñ r > 2 ñîñòîÿíèÿìè äâà

ñîñòîÿíèÿ îòëè÷èìû, òî îíè îòëè÷èìû ñëîâîì äëèíû, íå ïðåâîñõîäÿ-

ùåé r − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = (A,B,Q, f, g, q1) � àâòîìàò ñ âûõî-
äîì, èìåþùèé r ñîñòîÿíèé. Äëÿ ëþáîãî n > 0 îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå
Q îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè εn: ñîñòîÿíèÿ qj, ql ∈ Q ñ÷èòàåì ýêâè-
âàëåíòíûìè â ñìûñëå îòíîøåíèÿ εn â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
qj, ql íåîòëè÷èìû â àâòîìàòå A ñëîâàìè äëèíû n (î÷åâèäíî, ÷òî òàêæå
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è ñëîâàìè ìåíüøåé äëèíû). Ñëîâîì äëèíû 0 (ò.å. ïóñòûì ñëîâîì) áó-
äóò íåîòëè÷èìû ëþáûå ñîñòîÿíèÿ èç Q. Èíà÷å ãîâîðÿ, ε0 � ýòî ïîëíîå
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà Q (âñå ñîñòîÿíèÿ èç Q ýêâèâàëåíòíû â
ñìûñëå îòíîøåíèÿ ε0).

Ïðè ïåðåõîäå îò îòíîøåíèÿ εn ê îòíîøåíèþ εn+1 ñîñòîÿíèÿ, íåýê-
âèâàëåíòíûå â ñìûñëå εn, áóäóò, êîíå÷íî, íåýêâèâàëåíòíû è â ñìûñëå
îòíîøåíèÿ εn+1. Ïóñòü qj, ql � ñîñòîÿíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå â ñìûñëå îòíî-
øåíèÿ εn, íî îòëè÷èìûå â àâòîìàòå A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëîâî ai1 . . . aip
îòëè÷àåò ñîñòîÿíèÿ qj, ql â àâòîìàòå A. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíà
p âûáðàíà íàèìåíüøåé âîçìîæíîé (ò.å. ñëîâàìè äëèíû p − 1 ñîñòîÿíèÿ
qj, ql îòëè÷èòü íåâîçìîæíî). Ïîíÿòíî, ÷òî p > n + 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
qu, qv ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûå ïåðåõîäÿò àâòîìàòû Aj,Al ïîä äåéñòâèåì
ñëîâà ai1 . . . aip−n−1. Òîãäà ñîñòîÿíèÿ qu, qv îòëè÷èìû ñëîâîì aip−n . . . aip
äëèíû n+1, íî íåîòëè÷èìû ñëîâàìè äëèíû n (èíà÷å ñîñòîÿíèÿ qj, ql áû-
ëè áû îòëè÷èìû ñëîâàìè äëèíû p− 1, ÷òî íåâîçìîæíî ïî âûáîðó ÷èñëà
p). Èíà÷å ãîàîðÿ, ñîñòîÿíèÿ qu, qv ýêâèâàëåíòíû â ñìûñëå îòíîøåíèÿ εn,
íî íå ýêâèâàëåíòíû â ñìûñëå îòíîøåíèÿ εn+1.

Èòàê, åñëè êàêîå-ëèáî ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, ýêâèâàëåíòíûõ â ñìûñëå
îòíîøåíèÿ εn, ñîäåðæèò îòëè÷èìûå ñîñòîÿíèÿ, òî ïðè ïåðåõîäå ê îò-
íîøåíèþ εn+1 õîòÿ áû îäíî èç òàêèõ ìíîæåñòâ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà èëè
áîëåå ïîäìíîæåñòâ, ýêâèâàëåíòíûõ â ñìûñëå îòíîøåíèÿ εn+1. Ïîñêîëüêó
äëÿ îòíîøåíèÿ ε0 ýòî ìíîæåñòâî îäíî, à âñåãî ÷èñëî òàêèõ ìíîæåñòâ íå
ïðåâîñõîäèò r, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëå îòíîøåíèÿ εr−1 äàëüíåéøåãî ¾äðîá-
ëåíèÿ¿ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè çàâåäîìî íå ïðîèñõîäèò. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ëþáûå îòëè÷èìûå â àâòîìàòå A ñîñòîÿíèÿ îòëè÷èìû ñëîâîì
äëèíû, íå ïðåâîñõîäÿùåé r − 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Êàê âèäíî èç ïðèâîäèìîãî íèæå ïðèìåðà, âåðõíÿÿ îöåíêà, óêàçàííàÿ
â òåîðåìå 3.1, â îáùåì ñëó÷àå íå ìîæåò áûòü ïîíèæåíà.

1 0 0
. . .

. . .
0 0

0, 1

q1 1 q2

0

1 q3

0

1

0

1 qr−1

0

1 qr

0

Ñîñòîÿíèÿ qr−1, qr â ýòîì ïðèìåðå îòëè÷èìû ñëîâîì 1r−1, íî íå îòëè÷èìû
íèêàêèì ñëîâîì ìåíüøåé äëèíû (âûõîäíîé ñèìâîë àâòîìàòà íå çàâèñèò
îò âõîäà è óêàçàí âíóòðè ñîîòâåòñòâóþùåãî êðóæêà).

Èòàê, åñëè àâòîìàò A èìååò r ñîñòîÿíèé, òî, êàê âûòåêàåò èç äîêàçàí-
íîé òåîðåìû, äëÿ ïðîâåðêè îòëè÷èìîñòè ïðîèçâîëüíûõ äâóõ ñîñòîÿíèé
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qj, ql àâòîìàòà A äîñòàòî÷íî ïîäàòü íà âõîä àâòîìàòîâ Aj,Al âñå ñëîâà ā
äëèíû, íå ïðåâîñõîäÿùåé r− 1, è ñðàâíèòü ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ýòîì âû-
õîäû Aj(ā) è Al(ā). Ðàçóìååòñÿ, èñïîëüçîâàíèå çäåñü àâòîìàòîâ Aj,Al
âìåñòî àâòîìàòà A � íå áîëåå ÷åì ïåðåôîðìóëèðîâàíèå çàäà÷è â óäîá-
íûõ òåðìèíàõ. Íà ñàìîì äåëå àâòîìàò A ¾ïðèâîäèòñÿ¿ â ñîñòîÿíèå qj
(èëè ñîñòîÿíèå ql), à çàòåì íà âõîä àâòîìàòà ïîäàþòñÿ âñå ñëîâà ā óêà-
çàííîé äëèíû. Ñòîèò åùå îòìåòèòü, ÷òî, êàê ïîêàçûâàåò ïðèâåäåííûé
âûøå ïðèìåð àâòîìàòà ñ âûõîäîì, áåç äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè îá
àâòîìàòå (ïîìèìî èíôîðìàöèè î ÷èñëå ñîñòîÿíèé àâòîìàòà) óìåíüøèòü
÷èñëî ñëîâ, ïîäàâàåìûõ íà âõîä àâòîìàòà, íåëüçÿ.

Íà îñíîâå òåîðåìû 3.1 ìîæíî ðåøèòü âîïðîñ îá ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ
àâòîìàòîâ. Èìåííî, ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî àâòîìàòû

A = (A,B,Q, f, g, q1), A′ = (A,B,Q′, f ′, g′, q′1)

èìåþò ñîîòâåòñòâåííî r è r′ ñîñòîÿíèé. Ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîæåñòâà Q è
Q′ íå èìåþò îáùèõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ïðîâåðêè ýêâèâàëåíòíîñòè àâòîìà-
òîâ A,A′ îáðàçóåì ôîðìàëüíîå îáúåäèíåíèå A ∪ A′ àâòîìàòîâ A è A′.
Èìåííî, ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé ýòîãî îáúåäèíåíèÿ îáúÿâèì ìíîæåñòâî
Q ∪ Q′. Ôóíêöèè ïåðåõîäîâ è âûõîäîâ áóäóò ¾ñîñòàâëåíû¿ èç ôóíêöèé
f, g è f ′, g′, äåéñòâóþùèå êàæäàÿ íà ñâîåì ìíîæåñòâå A×Q èëè A′×Q′.
Âûáîð íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â àâòîìàòå A ∪ A′ ðîëè íå èãðàåò. Òîãäà
îòëè÷èìîñòü ñîñòîÿíèé q1, q

′
1 â àâòîìàòå A ∪ A′ ðàâíîñèëüíà íåýêâèâà-

ëåíòíîñòè àâòîìàòîâ A,A′. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1, äëÿ âûÿñíåíèÿ îòëè-
÷èìîñòè ñîñòîÿíèé q1, q

′
1 äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü âñå ñëîâà äëèíû, íå

ïðåâîñõîäÿùåé r + r′ − 1. Åñëè òåïåðü âåðíóòüñÿ ê èñõîäíûì àâòîìàòàì
A è A′, òî ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè ýêâèâàëåíòíîñòè àâòîìàòîâ A,A′
äîñòàòî÷íî ïîäàòü íà èõ âõîäû âñå ñëîâà ā äëèíû, íå ïðåâîñõîäÿùåé
r + r′ − 1, è ñðàâíèòü ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ýòîì âûõîäû A(ā) è A′(ā).

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Ïîñòðîèòü àâòîìàò ñ âõîäíûì è âûõîäíûì àëôàâèòîì {0, 1}, êîòî-
ðûé ïåðåâîäèò ñëîâà äëèíû 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî â ñëîâà 0 è 00, à âñÿêîå
ñëîâî ai1 . . . ain, ãäå n > 3, � â ñëîâî 00ai1 . . . ain−2.
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� 2. Îñòàòî÷íûå ôóíêöèè. Âåñ ôóíêöèè

Â ãëàâå 2 ìû ââåëè ïîíÿòèÿ ïðàâîèíâàðèàíòíîé ýêâèâàëåíòíîñòè è ðå-
ãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà, ÷òî ïîçâîëèëî äàòü îïèñàíèå êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ
ìíîæåñòâ, íå îïèðàþùååñÿ íà ïîíÿòèå àâòîìàòà. Íå÷òî ïîäîáíîå ìû
áû õîòåëè ïîëó÷èòü äëÿ êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ôóíêöèé. Äëÿ ýòîãî íàì
ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè ïîíÿòèÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèè è îñòàòî÷íîé
ôóíêöèè.

Ïóñòü A,B � êîíå÷íûå àëôàâèòû, ϕ � ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ ìíî-
æåñòâî A∗ â ìíîæåñòâî B∗. Íàçîâåì ôóíêöèþ ϕ äåòåðìèíèðîâàííîé,
åñëè äëÿ ëþáûõ ñëîâ ā, b̄ â àëôàâèòå A ñëîâî ϕ(ā) ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì
ñëîâà ϕ(āb̄) è, êðîìå òîãî, |ϕ(ā)| = |ā|, ãäå |ā| åñòü äëèíà ñëîâà ā. Èíûìè
ñëîâàìè, ôóíêöèÿ ϕ äåòåðìèíèðîâàííà, åñëè îíà ñîõðàíÿåò äëèíó ñëîâà
è äëÿ ëþáîãî ā ∈ A∗ äëèíû n i-ÿ (1 6 i 6 n) áóêâà ñëîâà ϕ(ā) çàâèñèò
òîëüêî îò ïåðâûõ i áóêâ ñëîâà ā.

Ñâîéñòâî äåòåðìèíèðîâàííîñòè ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ äëÿ êîíå÷íî-
àâòîìàòíûõ ôóíêöèé. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ ðåàëèçóåòñÿ àâòî-
ìàòîì A = (A,B,Q, f, g, q1). Òîãäà ïðè ïîäà÷å íà âõîä àâòîìàòà A ñëîâà
āb̄ (áóêâû ñëîâà āb̄ ïîäàþòñÿ íà âõîä àâòîìàòà A ñëåâà íàïðàâî, íà÷èíàÿ
ñ ïåðâîé áóêâû ñëîâà ā) àâòîìàò A ñíà÷àëà ïåðåðàáàòûâàåò ñëîâî ā â
ñëîâî ϕ(ā), à çàòåì ñëîâî b̄ � â îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ñëîâà ϕ(āb̄). Òàêèì îá-
ðàçîì, ϕ(ā) åñòü íà÷àëî ñëîâà ϕ(āb̄). Ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ äëèíû ñëîâà
î÷åâèäíî.

Äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèè ϕ ââåäåì ïîíÿòèå îñòàòî÷íîé ôóíê-
öèè. Ïóñòü ā � ïðîèçâîëüíîå ñëîâî â àëôàâèòå A. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
äåòåðìèíèðîâàííîñòè äëÿ âñÿêîãî ñëîâà b̄ â àëôàâèòå A ñëîâî ϕ(ā) åñòü
íà÷àëî ñëîâà ϕ(āb̄). Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäå-
ëèòü îñòàòî÷íóþ ôóíêöèþ ϕā, îòîáðàæàþùóþ A∗ â B∗: çíà÷åíèåì ϕā(b̄)
ïóñòü áóäåò òî (åäèíñòâåííîå) ñëîâî, êîíêàòåíàöèÿ êîòîðîãî ñî ñëîâîì
ϕ(ā) äàåò ñëîâî ϕ(āb̄). Èíà÷å ãîâîðÿ, ϕā(b̄) åñòü îêîí÷àíèå ñëîâà ϕ(āb̄),
êîòîðîå â ñëîâå ϕ(āb̄) ñëåäóåò çà íà÷àëîì ϕ(ā) (åñëè ϕ(ā) = ϕ(āb̄), òî,
î÷åâèäíî, ϕā(b̄) = Λ). Òàêèì îáðàçîì,

ϕ(āb̄) = ϕ(ā)ϕā(b̄).

Îòìåòèì, ÷òî îñòàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèè ϕ
òàêæå áóäåò äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèåé. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ϕā �
îñòàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ôóíêöèè ϕ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå ñëîâà b̄, c̄ â àë-
ôàâèòå A. Ñîãëàñíî óñëîâèþ äåòåðìèíèðîâàííîñòè ôóíêöèè ϕ ñëîâî
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ϕ(āb̄) åñòü íà÷àëî ñëîâà ϕ(āb̄c̄). Âìåñòå ñ òåì ïî îïðåäåëåíèþ îñòàòî÷íîé
ôóíêöèè ϕā èìååì

ϕ(āb̄) = ϕ(ā)ϕā(b̄), ϕ(āb̄c̄) = ϕ(ā)ϕā(b̄c̄).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîâî ϕā(b̄) åñòü íà÷àëî ñëîâà ϕā(b̄c̄) è ϕā � äåòåðìèíè-
ðîâàííàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàííûé ôàêò ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâëÿòü çíà÷åíèÿ äåòåðìèíèðîâàí-
íîé ôóíêöèè ϕ íà ñëîâàõ ā = ā1ā2 . . . ān â âèäå êîíêàòåíàöèè çíà÷åíèé
îñòàòî÷íûõ ôóíêöèé ôóíêöèè ϕ íà ñëîâàõ ā1, . . . , ān. Èìåííî, ïî îïðå-
äåëåíèþ îñòàòî÷íîé ôóíêöèè ϕā1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ϕ(ā1ā2 . . . ān) = ϕ(ā1)ϕā1(ā2 . . . ān).

Ôóíêöèÿ ϕā1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé. Ïîýòîìó áóäåò âûïî-
ïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

ϕā1(ā2 . . . ān) = ϕā1(ā2)ψā2(ā3 . . . ān),

ãäå ψā2 � îñòàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ôóíêöèè ϕā1. Îäíàêî, êàê ëåãêî ñëåäóåò
èç îïðåäåëåíèÿ îñòàòî÷íîé ôóíêöèè, ψā2 = ϕā1ā2. Çíà÷èò,

ϕā1(ā2 . . . ān) = ϕā1(ā2)ϕā1ā2(ā3 . . . ān).

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ ïî èíäóêöèè, ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ

ϕ(ā) = ϕ(ā1ā2 . . . ān) = ϕ(ā1)ϕā1(ā2)ϕā1ā2(ā3) . . . ϕā1...ān−1(ān). (3.1)

Íàçîâåì âåñîì äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèè ÷èñëî åå ðàçëè÷íûõ îñòà-
òî÷íûõ ôóíêöèé. Îòìåòèì, ÷òî âåñ äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèè ìîæåò
áûòü áåñêîíå÷íûì.

Äëÿ êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ôóíêöèé ñìûñë îñòàòî÷íûõ ôóíêöèé âïîëíå
î÷åâèäåí. Åñëè ôóíêöèÿ ϕ ðåàëèçóåòñÿ àâòîìàòîìA, òî ôóíêöèÿ ϕā, êàê
ëåãêî âèäåòü, ðåàëèçóåòñÿ àâòîìàòîì (A,B,Q, f, g, qj), ãäå qj � òî ñîñòî-
ÿíèå àâòîìàòà A, â êîòîðîå îí ïåðåõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ q1 ïîä äåéñòâèåì
âõîäíîãî ñëîâà ā. Èç ýòîãî ðàçúÿñíåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êîíå÷íîãî
àâòîìàòà A ñ r ñîñòîÿíèÿìè ÷èñëî îñòàòî÷íûõ ôóíêöèé íå ïðåâîñõîäèò
r. Òàêèì îáðàçîì, âåñ êîíå÷íî-àâòîìàòíîé ôóíêöèè êîíå÷åí è íå ïðå-
âîñõîäèò ÷èñëà ñîñòîÿíèé ðåàëèçóþùåãî åå êîíå÷íîãî àâòîìàòà.

Îáíàðóæåííóþ ñâÿçü ìåæäó îñòàòî÷íûìè ôóíêöèÿìè è ñîñòîÿíèÿ-
ìè êîíå÷íîãî àâòîìàòà ìîæíî ïîëîæèòü â îñíîâó îïðåäåëåíèÿ êîíå÷íî-
àâòîìàòíîé ôóíêöèè ÷åðåç åå îñòàòî÷íûå ôóíêöèè. Èòàê, ïóñòü äåòåð-
ìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ ϕ : A∗ → B∗ èìååò âåñ r. Âûøå ìû óñëîâèëèñü
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ñ÷èòàòü, ÷òî êîíå÷íî-àâòîìàòíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåâîäèò ïóñòîå ñëîâî â ïó-
ñòîå ñëîâî. Ïîýòîìó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ϕ(Λ) = Λ. Â ýòèõ ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ îïðåäåëèì àâòîìàò A = (A,B,Q, f, g, q1) ñ r ñîñòîÿíèÿìè,
êîòîðûé ðåàëèçóåò ôóíêöèþ ϕ.

Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè ϕ âñå îñòàòî÷íûå ôóíêöèè ñóòü ϕā1, . . . ϕār , ãäå
ñëîâà ā1, . . . , ār âûáðàíû, íàïðèìåð, ñ íàèìåíüøèìè âîçìîæíûìè äëè-
íàìè. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ā1 = Λ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ϕā1 = ϕ. Áóäåì
ïðåäïîëàãàòü òàêæå, ÷òî ñîñòîÿíèÿ q1, . . . , qr àâòîìàòà A ñîîòâåòñòâóþò
ñëîâàì ā1, . . . , ār (è ôóíêöèÿì ϕā1, . . . , ϕār). Ôóíêöèþ ïåðåõîäîâ f àâòî-
ìàòà A îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ai ∈ A, òî f(ai, qj) = ql,
ãäå ϕāl = ϕājai. Èç àíàëîãè÷íûõ ñîîáðàæåíèé îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ g:
g(ai, qj) = ϕāj(ai).

Ïðîâåðèì, ÷òî òàê îïðåäåëåííûé àâòîìàò A äåéñòâèòåëüíî ðåàëèçóåò
ôóíêöèþ ϕ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ñëîâî ā = ai1 . . . ain â àëôàâèòå A.
Åñëè â ñîîòíîøåíèè (3.1) ïîëîæèòü ā1 = ai1, . . . , ān = ain, òî áóäåì èìåòü

ϕ(ā) = ϕ(ai1)ϕai1(ai2)ϕai1ai2(ai3) . . . ϕai1 ...ain−1(ain). (3.2)

Îäíàêî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ àâòîìàòà A èìååì

ϕ(ai1) = ϕā1(ai1) = g(ai1, q1).

Äàëåå, ā1 = Λ è ā1ai1 = ai1. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕai1 èìååò îáîçíà÷åíèå ϕāj2 .
Òîãäà

f(ai1, q1) = qj2, ϕai1(ai2) = g(ai2, qj2).

Âîîáùå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëîâà ai1 . . . ais è ai1 . . . aisais+1
çàäàþò òå æå

îñòàòî÷íûå ôóíêöèè, ÷òî è ñëîâà ājs+1
è ājs+2

(íàïîìíèì, ÷òî ñëîâó ai1
ó íàñ ñîîòâåòñòâóåò ñëîâî āj2). Òîãäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé f, g
áóäåì èìåòü

f(ais+1
, qjs+1

) = qjs+2
, ϕai1 ...ais(ais+1

) = g(ais+1
, qjs+1

).

Òàêèì îáðàçîì, ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3.2) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

g(ai1, q1)g(ai2, qj2) . . . g(ain, qjn),

ãäå ñîñòîÿíèÿ qj2, . . . , qjn àâòîìàòà A ïîëó÷àþòñÿ èç ñîñòîÿíèÿ q1 ïîñëå-
äîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì ôóíêöèè ïåðåõîäîâ f . Èíûìè ñëîâàìè, ϕ(ā)
åñòü ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ àâòîìàòà A ê ñëîâó ā.

Ïîäâåäåì èòîã íàøèõ èññëåäîâàíèé â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.2. Êëàññ äåòåðìèíèðîâàííûõ ôóíêöèé êîíå÷íîãî âåñà

ñîâïàäàåò ñ êëàññîì êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ôóíêöèé.
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ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

2. Íàéòè âåñ àâòîìàòíîé ôóíêöèè ϕ, çàäàííîé ñëåäóþùåé äèàãðàì-
ìîé Ìóðà:

q1 q2

q3q4

0, 1
∗ 1, 0

0, 0
1, 1

1, 1

0, 1

0, 0

1, 0

� 3. Êîíå÷íûå àâòîìàòû íà ñâåðõñëîâàõ

Â ýòîì è â ñëåäóþùèõ äâóõ ïàðàãðàôàõ ìû õîòèì ðàññìîòðåòü êî-
íå÷íûå àâòîìàòû ñ âûõîäîì, êîòîðûå îïåðèðóþò ñ áåñêîíå÷íûìè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòÿìè (ñâåðõñëîâàìè). Ïåðåõîä ê ñâåðõñëîâàì ïîçâîëÿåò
âçãëÿíóòü íà êîíå÷íûå àâòîìàòû-ïðåîáðàçîâàòåëè ñ íîâîé òî÷êè çðå-
íèÿ, îïðåäåëèòü êîíå÷íî-àâòîìàòíûå ôóíêöèè, áëèçêèå ê íåïðåðûâíûì
ôóíêöèÿì äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ, è óñòàíîâèòü êîíå÷íóþ ïîðîæ-
äàåìîñòü êëàññà êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü A,B � êîíå÷íûå àëôàâèòû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A∞ ìíîæåñòâî
âñåõ ñ÷åòíî-áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ñâåðõñëîâ), óïîðÿäî÷åí-
íûõ ïî òèïó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Åñëè àëôàâèòA ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ
áóêâ, òî ìíîæåñòâî A∞ ñîñòîèò èç êîíòèíóàëüíîãî ÷èñëà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé (ñâåðõñëîâ). Ñâåðõñëîâî a ∈ A∞ áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå a =
a(1)a(2) . . ., ãäå a(t) ∈ A ïðè t = 1, 2, . . .. Ïåðåìåííóþ x, ïðèíèìàþùóþ
çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå A∞, òàêæå çàïèñûâàåì â âèäå x = x(1)x(2) . . ., ãäå
ïåðåìåííàÿ x(t) ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ óæå â ìíîæåñòâå A.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè f(x1, . . . , xn), îòîáðàæàþùèå ìíîæå-
ñòâî (A∞)n â ìíîæåñòâî B∞. Êëàññ âñåõ òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç
P∞A,B. Åñëè àëôàâèòû A è B ñîâïàäàþò, òî âìåñòî P∞A,B ïèøåì P∞A . Äëÿ
ñòàíäàðòíîãî k-ýëåìåíòíîãî àëôàâèòà A = {0, 1, . . . , k − 1} âìåñòî P∞A
áóäåì ïèñàòü P∞k . Ïî ðÿäó ïðè÷èí ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) èç êëàññà P∞A,B
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óäîáíî èçîáðàæàòü ñ âûõîäíîé ïåðåìåííîé: y = f(x1, . . . , xn), ãäå ïåðå-
ìåííàÿ y ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå B∞.

Òàê æå, êàê â � 2, ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì ê êîíå÷íî-àâòîìàòíûì ôóíê-
öèÿì íà ñâåðõñëîâàõ áóäóò äåòåðìèíèðîâàííûå ôóíêöèè. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç X âåêòîð ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Ôóíêöèþ y = f(X) èç êëàññà P∞A,B
íàçîâåì äåòåðìèíèðîâàííîé, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîð-ñâåðõñëîâ a, b
èç (A∞)n è ëþáîãî t > 1 èç ñîîòíîøåíèé

c = f(a), d = f(b), a(1) = b(1), . . . , a(t) = b(t)

ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

c(1) = d(1), . . . , c(t) = d(t).

Èíûìè ñëîâàìè, ïðè ëþáîì t çíà÷åíèå y(t) çàâèñèò òîëüêî îò çíà÷åíèé
X(1), . . . , X(t). Êëàññ âñåõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ôóíêöèé èç P∞k îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Pä,k.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ââåäåííîå ïîíÿòèå äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíê-
öèè òåñíî ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèè èç � 2. Òàê,
íàïðèìåð, åñëè f(x) � äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ èç � 2, òî íà åå îñ-
íîâå ëåãêî ñîçäàòü äåòåðìèíèðîâàííóþ ôóíêöèþ òèïà A∞ → B∞, åñëè
äëÿ êàæäîãî ñâåðõñëîâà a èç A∞ ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè f íà íà÷àëàõ ā ñëîâà a. Îáðàòíî, åñëè f(x) � äåòåðìèíèðî-
âàííàÿ ôóíêöèÿ òèïà A∞ → B∞, òî çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà ñâåðõñëîâå
a ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê çíà÷åíèÿ äåòåð-
ìèíèðîâàííîé ôóíêöèè òèïà A∗ → B∗ íà âñåõ íà÷àëàõ äàííîãî ñâåðõ-
ñëîâà a.

Èç îïðåäåëåíèÿ êëàññà Pä,k íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ôóíê-
öèÿ f(x1, . . . , xn) èç Pä,k ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
{F1, F2, . . .} ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, ãäå

F1 = F1(x1(1), . . . , xn(1)), F2 = F2(x1(1), . . . , xn(1), x1(2), . . . , xn(2)), . . .

. . . , Ft = Ft(x1(1), . . . , xn(1), . . . , x1(t), . . . , xn(t)), . . . .

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì k > 2 è ëþáîì n > 1 ÷èñëî âñåõ
n-ìåñòíûõ ôóíêöèé êëàññà Pä,k êîíòèíóàëüíî.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ äåòåðìèíèðîâàííûõ ôóíêöèé èç êëàñ-
ñà Pä,k.

à) Ïóñòü ϕ(x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ k-çíà÷íîé ëîãèêè.
Îïðåäåëèì äåòåðìèíèðîâàííóþ ôóíêöèþ y = fϕ(x1, . . . , x) ðàâåíñòâàìè

y(t) = ϕ(x1(t), . . . , xn(t)), t = 1, 2, . . . .
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Ôóíêöèè âèäà fϕ íîñÿò íàçâàíèå èñòèííîñòíûõ ôóíêöèé.
á) Çàäàäèì ôóíêöèþ y = ç(x) ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:

y(1) = 0, y(t) = x(t− 1) ïðè t > 2.

Ôóíêöèÿ ç(x) íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé çàäåðæêîé èëè çàäåðæêîé íà îäèí

òàêò.

â) Ñëîæåíèå äâóõ ÷èñåë, çàäàííûõ â k-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ z = x + y, ãäå k-è÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

x, y ñêëàäûâàþòñÿ ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì ñëîæåíèÿ ÷èñåë, çàïèñàííûõ
â k-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Òàê, z(1) = x(1) + y(1) (mod k), z(2) =
x(2)+y(2)+q(2) (mod k), ãäå q(2) � ¾ïåðåíîñ¿ âî âòîðîé ðàçðÿä: q(2) = 0,
åñëè x(1) + y(1) < k, è q(2) = 1, åñëè x(1) + y(1) > k, è ò.ä. Ïîíÿòíî,
÷òî ðàçðÿä z(t) çàâèñèò òîëüêî îò ðàçðÿäîâ x(s), y(s), ãäå s = 1, 2, . . . , t.

ã) Ïî àíàëîãèè ñî ñëîæåíèåì ðàññìîòðèì ôóíêöèþ âîçâåäåíèÿ â êâàä-
ðàò: y = x2. Èñïîëüçóÿ ¾øêîëüíûé¿ àëãîðèòì óìíîæåíèÿ, ëåãêî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî äëÿ ôóíêöèè y = x2 ðàçðÿä y(t) çàâèñèò òîëüêî îò ðàçðÿäîâ
x(1), . . . , x(t).

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äåòåðìèíèðîâàííûå ôóíêöèè òîëüêî
èç êëàññà Pä,k. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ Pä,k è ā1 = a1(1) . . . a1(l), . . . , ān =
an(1) . . . an(l) � ïðîèçâîëüíûå ñëîâà äëèíû l â àëôàâèòå Ek. Îïðåäå-
ëèì îñòàòî÷íóþ ôóíêöèþ y = fā1...ān(x1, . . . , xn), îòâå÷àþùóþ ñëîâàì
ā1, . . . , ān, ïîëàãàÿ y(t) ðàâíûì (l + t)-ó ðàçðÿäó âûõîäíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ôóíêöèè f(ā1x1, . . . , ānxn), ãäå ïîä āixi ïîíèìàåòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ai(1) . . . ai(l)xi(1)xi(2) . . . .

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè āixi ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xi ¾çàäåðæàíà¿ íà l òàêòîâ, à ïåðâûå åå l ïîçèöèé çàíÿòû ñëîâîì āi. Ñî-
îòâåòñòâåííî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèè
fā1...ān(x1, . . . , xn) íåîáõîäèìî èç âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèè
f(ā1x1, . . . , ānxn) èñêëþ÷èòü ïåðâûå l ðàçðÿäîâ. Ïîëüçóÿñü äåòåðìèíèðî-
âàííîñòüþ ôóíêöèè f , íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî ôóíêöèÿ fā1...ān òàêæå
ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé.

Íàçîâåì âåñîì äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèè ÷èñëî åå ðàçëè÷íûõ îñòà-
òî÷íûõ ôóíêöèé. Îòìåòèì, ÷òî âåñ ôóíêöèè ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì.

Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðàì à)�ã) äåòåðìèíèðîâàííûõ ôóíêöèé. Ó ôóíêöèè
fϕ èìååòñÿ òîëüêî îäíà îñòàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ � îíà ñàìà. Òàêèì îáðàçîì,
âåñ ôóíêöèè fϕ ðàâåí 1. Ôóíêöèÿ ç(x) èìååò k îñòàòî÷íûõ ôóíêöèé:
êðîìå ñàìîé ôóíêöèè ç(x) îñòàëüíûå k− 1 ôóíêöèé îòâå÷àþò îäíîáóê-
âåííûì ñëîâàì 1, 2, . . . , k− 1. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè i ∈ {1, 2, . . . , k− 1},
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òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ïîëó÷àòüñÿ èç ôóíêöèè ç(ix) èñêëþ-
÷åíèåì ïåðâîãî âûõîäíîãî ðàçðÿäà.

Â ïðèìåðå â) èìåþòñÿ òîëüêî äâå îñòàòî÷íûå ôóíêöèè: îäíà ôóíêöèÿ
èñõîäíàÿ (îíà ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà â ïåðâûé ðàçðÿä ïåðåíîñ îò-
ñóòñòâóåò), äðóãàÿ ôóíêöèÿ îòâå÷àåò ñëó÷àþ ïåðåíîñà â ïåðâûé ðàçðÿä
÷èñëà 1. Âòîðóþ ôóíêöèþ ìîæíî, íàïðèìåð, ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ
ñëîæåíèå âèäà (k − 1)x + (k − 1)y (íàïîìíèì, ÷òî ìëàäøèé ðàçðÿä â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (k − 1)x ðàâåí k − 1).

Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ èç ïðèìåðà ã) èìååò áåñêîíå÷íûé âåñ.
×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, äîñòàòî÷íî, íàïðèìåð, ðàññìîòðåòü áåñêîíå÷-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ ā, ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç ñèìâîëîâ 0.

Íàçîâåì äåòåðìèíèðîâàííóþ ôóíêöèþ êîíå÷íî-àâòîìàòíîé, åñëè
îíà èìååò êîíå÷íûé âåñ. Ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ôóíêöèé
èç Pä,k îáîçíà÷èì ÷åðåç Pêà,k.

Òàê æå, êàê è âûøå, äëÿ êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ôóíêöèé ïðèìåíèìû
ñïîñîáû çàäàíèÿ ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé è äèàãðàìì Ìóðà.
Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � êîíå÷íî-àâòîìàòíàÿ ôóíêöèÿ âåñà r è f1, . . . , fr
� âñå åå îñòàòî÷íûå ôóíêöèè (ñ÷èòàåì, ÷òî f1 = f). Ââèäó êîíå÷íîñòè
âåñà ôóíêöèè f äëÿ ïîëíîãî çàäàíèÿ ôóíêöèè f äîñòàòî÷íî ïðè ëþáîì
i (1 6 i 6 r) è ëþáîì íàáîðå (a1, . . . , an) èç En

k óêàçàòü, êàêàÿ îñòàòî÷íàÿ
ôóíêöèÿ fj ïîëó÷èòñÿ èç ôóíêöèè fi, åñëè â êà÷åñòâå ïåðâîãî íàáîðà
âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (x1, . . . , xn) áóäåò ïîäàí íàáîð (a1, . . . , an),
è êàêîé ñèìâîë ïðè ýòîì áóäåò íà âûõîäå. Ïîýòîìó, åñëè îñòàòî÷íûå
ôóíêöèè f1, . . . , fr ñ÷èòàòü ñîñòîÿíèÿìè q1, . . . , qr, òî ìû ñðàçó ïðèõîäèì
ê êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèÿì, çàäàþùèì ôóíêöèþ f :

y(t) = F (x1(t), . . . , xn(t), q(t− 1)),
q(t) = G(x1(t), . . . , xn(t), q(t− 1)),
q(0) = q1,

(3.3)

ãäå ôóíêöèè F è G îòîáðàæàþò ìíîæåñòâî En
k × {q1, . . . , qr} â ìíîæå-

ñòâà Ek è {q1, . . . , qr} ñîîòâåòñòâåííî. Äèàãðàììó Ìóðà ëåãêî ïîñòðîèòü
ëèáî ïî ïðèâåäåííîìó âûøå çàäàíèþ ôóíêöèè f ÷åðåç åå îñòàòî÷íûå
ôóíêöèè, ëèáî ïî êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèÿì. Òàê æå, êàê â � 2, íà äó-
ãàõ äèàãðàììû Ìóðà áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü äâå ïîìåòêè: âõîäíîé íàáîð
(x1(t), . . . , xn(t)) èç En

k è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó âûõîäíîå çíà÷åíèå y(t)
(òàêæå èç ìíîæåñòâà Ek).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì äèàãðàììû Ìóðà äëÿ ôóíêöèé ç(x) è
x+ y (â îáîèõ ñëó÷àÿõ k = 2):
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q1 q2

1, 0

∗0, 0 1, 1

0, 1

q1 q2

(1, 1), 0

∗
(0, 0), 0
(0, 1), 1
(1, 0), 1

(0, 1), 0
(1, 0), 0
(1, 1), 1

(0, 0), 1

×òîáû èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì òåõíèêó è ðåçóëüòàòû èç òåîðèè
áóëåâûõ ôóíêöèé è ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè, ìû õîòèì â êàíî-
íè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ (3.3) ïðèäàòü ôóíêöèÿì F,G áîëåå ¾ñòàíäàðòèçî-
âàííóþ¿ ôîðìó. Ñ ýòîé öåëüþ âûáåðåì äëÿ äàííîãî ÷èñëà r (êîòîðîå
èñïîëüçóåòñÿ â óðàâíåíèÿõ (3.3)) ÷èñëî l ñ óñëîâèåì kl > r. Çàêîäèðóåì
ñîñòîÿíèÿ q1, . . . , qr ñëîâàìè äëèíû l â àëôàâèòå Ek (ïðè ýòîì â ñëó÷àå
íåðàâåíñòâà kl > r íåêîòîðûå ñëîâà äëèíû l îêàæóòñÿ ¾íåâîñòðåáîâàí-
íûìè¿). Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîäîì (íà÷àëüíîãî) ñîñòîÿíèÿ q1 ÿâëÿåòñÿ
ñëîâî 0 . . . 0. Ââîäÿ òåïåðü ïåðåìåííûå q1(t), . . . , ql(t) äëÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ðàçðÿäîâ êîäà, ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (3.3) â óðàâíåíèÿ

y(t) = F (x1(t), . . . , xn(t), q1(t− 1), . . . , ql(t− 1)),
q1(t) = G1(x1(t), . . . , xn(t), q1(t− 1), . . . , ql(t− 1)),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ql(t) = Gl(x1(t), . . . , xn(t), q1(t− 1), . . . , ql(t− 1)),
q1(0) = . . . = ql(0) = 0,

(3.4)

ãäå F,G1, . . . , Gl óæå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè k-çíà÷íîé ëîãèêè (â òåõ ñëó-
÷àÿõ, êîãäà ïåðåìåííûå q1(t − 1), . . . , ql(t − 1) ïîä çíàêàìè ôóíêöèé
G1, . . . , Gl äàþò íàáîð, íå ÿâëÿþùèéñÿ êîäîì ñîñòîÿíèÿ, çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèé G1, . . . , Gl ìîæíî çàäàòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì).

Äëÿ ôóíêöèé y = ç(x) è y = x1 + x2 (äëÿ âòîðîé ôóíêöèè k = 2)
ïðèâåäåì êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âèäà (3.4):

y(t) = q(t− 1),
q(t) = x(t),
q(0) = 0,

y(t) = x1(t)⊕ x2(t)⊕ q(t− 1),
q(t) = x1(t)x2(t) ∨ x1(t)q(t− 1) ∨ x2(t)q(t− 1),
q(0) = 0.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

3. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) ïðèíàäëåæèò êëàññó P∞2 . Âûÿñíèòü, ÿâ-
ëÿåòñÿ ëè îíà äåòåðìèíèðîâàííîé, åñëè:
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1) y(t) = x(1)⊕ x(2)⊕ . . .⊕ x(t) ïðè t > 1;
2) y(1) = 1 è y(t) = x(t+ x(t)) ïðè t > 2;
3) y(t) = 0 ïðè t 6 50 è y(t) = x̄(t− 7) ïðè t > 50;
4) f(x) = 0∞, åñëè x = 0∞, è f(x) = 1∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (çäåñü

0∞ è 1∞ � ñîîòâåòñòâåííî íóëåâàÿ è åäèíè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè);
5) f(x) = 1∞, åñëè x = 0∞, è y(t) = x̄(t) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (t > 1).
4. Íàéòè âñå îñòàòî÷íûå ôóíêöèè ó ôóíêöèè y = f(x), åñëè:
1) y(1) = 0 è y(t) = x(t− 1)⊕ x(t) ïðè t > 2;
2) y(t) = x̄(t), åñëè t íå÷åòíî, è y(t) = x(t), åñëè t ÷åòíî;
3) y(t) = 0, åñëè t = i2 (i = 2, 3, . . .), è y(t) = 1 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
5. Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f ∈ Pä,2 êîíå÷íî-àâòîìàòíîé è

íàéòè åå âåñ:
1) y(1) = 1 è y(t) = ȳ(t− 1) ïðè t > 2;
2) y(t) = x1(1) ïðè t = 1, 2 è y(t) = x1(t)x2(t− 1) ïðè t > 2;
3) y(t) = x̄2(t), åñëè t íå÷åòíî, è y(t) = x1(t − 1) ∨ x2(t − 1), åñëè t

÷åòíî;
4) y(t) = 0, åñëè ÷èñëî åäèíèö â ìíîæåñòâå {x1(1), . . . , xn(1), . . . , x1(t),

. . . , xn(t)} ÷åòíî, è y(t) = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

� 4. Îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè è ââåäåíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè

Òàê æå, êàê äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé è ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè,
íà ìíîæåñòâå Pä,k ìîæíî ââåñòè îïåðàöèþ ñóïåðïîçèöèè. Ìû áóäåì åå
ðàññìàòðèâàòü ëèøü â âèäå

f(x1, . . . , xn) = g0(g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)), (3.5)

ïîñêîëüêó ïåðåõîä ê îáùåìó âèäó òðóäíîñòåé ïðèíöèïèàëüíîãî õàðàê-
òåðà íå äîáàâëÿåò.

Òåîðåìà 3.3. Êëàññ Pä,k çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïî-

çèöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî.Îáîçíà÷èì ÷åðåçX(t) âåêòîð ïåðåìåííûõ x1(t), . . . ,
xn(t). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèè äëÿ âñÿêîãî
t > 1 ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèè Gt

0, G
t
1, . . . , G

t
m èç Pk, ÷òî äëÿ âûõîä-

íûõ ïåðåìåííûõ y0, y1, . . . , ym ôóíêöèé g0, g1, . . . , gm áóäåì èìåòü

y0(t) = Gt
0(z1(1), . . . , zm(1), . . . , z1(t), . . . , zm(t),

yi(t) = Gt
i(X(1), . . . , X(t)) (1 6 i 6 m).
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Òîãäà, îáîçíà÷èâ ÷åðåç y âûõîäíóþ ïåðåìåííóþ ôóíêöèè f èç ðàâåíñòâà
(3.5), ïîëó÷èì

y(t) = Gt
0(G

1
1(X(1)), . . . , G1

m(X(1)), . . . , Gt
1(X(1), . . . , X(t)), . . .

. . . , Gt
m(X(1), . . . , X(t))).

Îòñþäà ñëåäóåò äåòåðìèíèðîâàííîñòü ôóíêöèè f . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.4. Êëàññ Pêà,k çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåð-

ïîçèöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíîâü îãðàíè÷èìñÿ ñóïåðïîçèöèåé âèäà (3.5). Ïóñòü
ôóíêöèè g0, g1, . . . , gm çàäàíû ñëåäóþùìè êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè:

y0(t) = F0(y1(t), . . . , ym(t), Q0(t− 1)),
Q0(t) = G0(y1(t), . . . , ym(t), Q0(t− 1)),
Q0(0) = 0,

yi(t) = Fi(X(t), Qi(t− 1)),
Qi(t) = Gi(X(t), Qi(t− 1)),
Qi(0) = 0,

ãäå X(t) åñòü íàáîð ïåðåìåííûõ x1(t), . . . , xn(t) è 1 6 i 6 m. Èñõîäÿ èç
ôîðìóëû (3.5), ñòðîèì êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ôóíê-
öèþ f :

y(t) = F0(F1(X(t), Q1(t− 1)), . . . , Fm(X(t), Qm(t− 1)), Q0(t− 1)),
Q0(t) = G0(F1(X(t), Q1(t− 1)), . . . , Fm(X(t), Qm(t− 1)), Q0(t− 1)),
Q1(t) = G1(X(t), Q1(t− 1)),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Qm(t) = Gm(X(t), Qm(t− 1)),
Q0(0) = Q1(0) = . . . = Qm(0) = 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.4 âèäíî, ÷òî åñëè êîíå÷íî-àâòîìàòíûå

ôóíêöèè g0, g1, . . . , gm èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âåñ r0, r1, . . . , rm, òî êîíå÷íî-
àâòîìàòíàÿ ôóíêöèÿ f , îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (3.5), èìååò âåñ, íå
ïðåâîñõîäÿùèé âåëè÷èíû r0 · r1 · . . . · rm. Íà ñàìîì äåëå ýòà îöåíêà äî-
ñòèæèìà. Íå óãëóáëÿÿñü â äîêàçàòåëüñòâî äîñòèæèìîñòè ýòîé îöåíêè â
îáùåì ñëó÷àå, óêàæåì ëèøü íà ïðîñòîé ïðèìåð: l-êðàòíàÿ ñóïåðïîçèöèÿ
ç(. . . ç(x) . . .) åäèíè÷íîé çàäåðæêè ç(x) èìååò âåñ kl.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ y = f(x1, . . . , xi,
. . . , xn) çàâèñèò îò ïåðåìåííîé xi ñ çàïàçäûâàíèåì, åñëè ïðè ëþáîì t
çíà÷åíèå y(t) çàâèñèò îò çíà÷åíèé xj(1), . . . , xj(t) ïðè j 6= i, îò çíà÷åíèé
xi(1), . . . , xi(t− 1) è íå çàâèñèò ñóùåñòâåííî îò çíà÷åíèÿ xi(t).

Ñàìûì ïðîñòûì è âàæíûì ïðèìåðîì ôóíêöèè, çàâèñÿùèì îò ïåðå-
ìåííîé ñ çàïàçäûâàíèåì, ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íàÿ çàäåðæêà ç(x).

Îòìåòèì, ÷òî â êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ äëÿ êîíå÷íî-àâòîìàòíîé
ôóíêöèè f , çàâèñÿùåé ñ çàïàçäûâàíèåì îò ïåðåìåííîé xi, ïðàâàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ äëÿ âûõîäíîãî çíà÷åíèÿ y(t) íå çàâèñèò ñóùåñòâåííî îò ïåðå-
ìåííîé xi(t).

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ îïåðàöèè ââåäåíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè. Ïóñòü
{f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)} � ñèñòåìà äåòåðìèíèðîâàííûõ ôóíê-
öèé, m > 2 è ôóíêöèÿ fj çàâèñèò ñ çàïàçäûâàíèåì îò ïåðåìåííîé xi. Òî-
ãäà â ñèñòåìå ìîæíî ââåñòè îáðàòíóþ ñâÿçü ïî ïåðåìåííûì xi è yj (¾ïðè-
ñîåäèíèòü¿ âûõîäíóþ ïåðåìåííóþ yj ê âõîäíîé ïåðåìåííîé xi). Â ðåçóëü-
òàòå îáðàçóåòñÿ ñèñòåìà (äåòåðìèíèðîâàííûõ) ôóíêöèé {f ′1, . . . , f ′j−1,
f ′j+1, . . . , f

′
m} îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn.

Ôîðìàëüíî çíà÷åíèÿ ôóíêöèé f ′l âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Âîçüìåì íàáîð ïåðåìåííûõ

x1(1), . . . , xi−1(1), xi+1(1), . . . , xn(1). (3.6)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ fj çàâèñèò îò ïåðåìåííîé xi ñ çàïàçäûâàíèåì, çíà-
÷åíèå yj(1) ìîæíî âû÷èñëèòü íà îñíîâå íàáîðà ïåðåìåííûõ (3.6). Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îáðàòíîé ñâÿçè, ïðè l 6= j çíà÷åíèå
y′l(1) áóäåò ÿâëÿòüñÿ ôóíêöèåé îò

x1(1), . . . , xi−1(1), yj(1), xi+1(1), . . . , xn(1),

ò.å. îò âåëè÷èí (3.6).
Âîîáùå, åñëè çíà÷åíèå yj(t) (â èñõîäíîé ñèñòåìå ôóíêöèé) âû÷èñ-

ëÿåòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ xl(v), ãäå v = 1, . . . , t ïðè l 6= j è
v = 1, . . . , t − 1 ïðè l = j, òî ïîñëå ââåäåíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè ïî ïåðå-
ìåííûì xi è yj çíà÷åíèå y′l(t) ïðè l 6= j áóäåò ÿâëÿòüñÿ ôóíêöèåé îò

x1(1), . . . , xn(1), . . . , x1(t− 1), . . . , xn(t− 1), x1(t), . . . , xi−1(t),

yj(t), xi+1(t), . . . , xn(t),

ò.å. îò çíà÷åíèé ïåðå÷èñëåííûõ ïåðåìåííûõ xl(v), îòëè÷íûõ îò ïåðåìåí-
íîé xi(t).
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Îïèñàííûé ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé {f ′1, . . . , f ′j−1, f
′
j+1, . . . , f

′
m}

ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòè ôóíêöèè òàêæå áóäóò ÿâëÿòüñÿ äåòåðìèíèðîâàííû-
ìè ôóíêöèÿìè.

Åñëè f1, . . . , fm � êîíå÷íî-àâòîìàòíûå ôóíêöèè, òî îïåðàöèþ ââåäå-
íèÿ îáðàòíîé ñâÿçè ëåãêî îïðåäåëèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì êàíîíè÷åñêèõ
óðàâíåíèé. Â ñàìîì äåëå, åñëè âûõîä yj(t) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

yj(t) = Fj(x1(t), . . . , xi−1(t), xi+1(t), . . . , xn(t), q1(t− 1), . . . , ql(t− 1)),
(3.7)

òî ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü âìåñòî ïåðåìåí-
íîé xi(t) âî âñå îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (3.7)
èç ñèñòåìû âû÷åðêèâàåòñÿ. Îáðàçîâàâøàÿñÿ ñèñòåìà êàíîíè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé áóäåò îïðåäåëÿòü (êîíå÷íî-àâòîìàòíûå) ôóíêöèè {f ′1, . . . , f ′j−1, f

′
j+1,

. . . , f ′m}, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè ââåäåíèÿ îáðàò-
íîé ñâÿçè ïî ïåðåìåííûì xi è yj. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî
åùå ðàç ïðîñìîòðåòü àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé {f ′1, . . . , f ′j−1, f

′
j+1,

. . . , f ′m}, èçëîæåííûé âûøå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ôóíê-
öèé.

Êàê âèäíî èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé, îïåðàöèÿ ââåäåíèÿ îáðàòíîé
ñâÿçè íå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ âåñà ôóíêöèè.

Ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû ìû ïîäûòîæèì â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.5. Êëàññû Pä,k è Pêà,k çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè

ââåäåíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

6. Äëÿ ñóïåðïîçèöèè f(x) = f1(f2(x)) ïîñòðîèòü êàíîíè÷åñêèå óðàâ-
íåíèÿ è îïðåäåëèòü âåñ ïîëó÷åííîé ôóíêöèè:

1) f1 :


y1(t) = q̄1(t− 1),
q1(t) = q1(t− 1)→ x1(t),
q1(0) = 0,

f2 :


y2(t) = q2(t− 1),
q2(t) = x̄2(t),
q2(0) = 0;

2) f1 :


y1(t) = x1(t) · q1(t− 1),
q1(t) = q̄1(t− 1),
q1(0) = 0,

f2 :

{
y2(1) = 1,
y2(t) = x2(t)⊕ y2(t− 1), t > 2;

3) f1 :


y1(1) = 0,
y1(t) = x1(t− 1)→ y1(t− 1),

t > 2,
f2 :


y2(t) = q2(t− 1)→ x2(t),
q2(t) = x2(t),
q2(0) = 1.
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7.Ïîñòðîèòü êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è íàéòè âåñ êîíå÷íî-àâòîìàòíîé
ôóíêöèè, ïîëó÷àþùåéñÿ èç ôóíêöèè f ââåäåíèåì îáðàòíîé ñâÿçè ïî ïå-
ðåìåííûì xi, yj:

1) f :


y1(t) = x1(t) · q(t− 1) ∨ x2(t),
y2(t) = x2(t),
q(t) = (x1(t)→ x2(t)) ∨ q(t− 1),
q(0) = 0,

i = 1, j = 2;

2) f :


y1(t) = x1(t)⊕ q1(t− 1) · q2(t− 1),
y2(t) = x2(t)→ q2(t− 1),
q1(t) = q1(t− 1)⊕ q2(t− 1),
q2(t) = x1(t)⊕ q1(t− 1),
q1(0) = q2(0) = 0,

à) i = 1, j = 2; á) i = 2, j = 1.

� 5. Êîíå÷íàÿ ïîðîæäàåìîñòü êëàññà êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ
ôóíêöèé. Íåñâîäèìîñòü îïåðàöèè ââåäåíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè ê

îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè

Â � 3 áûëî îïðåäåëåíî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ôóíêöèÿìè ϕ k-çíà÷íîé
ëîãèêè è èñòèííîñòíûìè ôóíêöèÿìè fϕ èç êëàññà Pêà,k. Íåòðóäíî âè-
äåòü, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè. Â
÷àñòíîñòè, åñëè ñèñòåìà ôóíêöèé {ϕ1, . . . , ϕm} ïîëíà (îòíîñèòåëüíî ñó-
ïåðïîçèöèè) â êëàññå Pk, òî ñèñòåìà ôóíêöèé {fϕ1

, . . . , fϕm
} áóäåò ïîëíîé

â ìíîæåñòâå âñåõ èñòèííîñòíûõ ôóíêöèé èç Pêà,k.
Ìû õîòèì ïðîäîëæèòü èññëåäîâàíèå â ýòîì íàïðàâëåíèè è ïîëó÷èòü

êîíå÷íóþ ïîëíóþ ñèñòåìó âî âñåì êëàññå Pêà,k. Îäíàêî, êàê ìû óâè-
äèì ïîçæå, îäíîé òîëüêî îïåðàöèåé ñóïåðïîçèöèè â ýòîì ñëó÷àå îáîé-
òèñü íåâîçìîæíî, òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàòü è îïåðàöèþ ââåäåíèÿ îáðàòíîé
ñâÿçè.

Òåîðåìà 3.6. Ïðè ëþáîì k > 2 êëàññ Pêà,k ñîäåðæèò êîíå÷íóþ

ñèñòåìó ôóíêöèé, ïîëíóþ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè è ââå-

äåíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì êàêóþ-ëèáî ñèñòåìó ôóíêöèé {ϕ1, . . . ,
ϕm}, ïîëíóþ â êëàññå Pk îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè. Ïóñòü
f(x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç Pêà,k, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ
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ñèñòåìîé êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé (4). Ìû íå èçìåíèì ôóíêöèþ, îïðå-
äåëÿåìóþ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (3.4), åñëè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé
(3.4) âìåñòî ôóíêöèé F,G1, . . . , Gl áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå èñòèííîñòíûå ôóíêöèè fF , fG1

, . . . , fGl
. Êàê îòìå÷åíî âûøå, äàí-

íûå ôóíêöèè ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñóïåðïîçèöèÿìè èñòèííîñòíûõ ôóíê-
öèé {fϕ1

, . . . , fϕm
}. Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.4) îáðàçóåì ñèñòåìó

y(t) = fF (x1(t), . . . , xn(t), ç(q1)(t), . . . , ç(ql)(t)),
q1(t) = fG1

(x1(t), . . . , xn(t), ç(q′1)(t), . . . , ç(q
′
l)(t)),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ql(t) = fGl

(x1(t), . . . , xn(t), ç(q′1)(t), . . . , ç(q
′
l)(t)),

(3.8)

ãäå íàðÿäó ñ ïåðåìåííûìè x1, . . . , xn ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå íîâûå âõîä-
íûå ïåðåìåííûå q′1, . . . , q

′
l è ¾íîâûå¿ âûõîäíûå ïåðåìåííûå q1, . . . , ql.

Ñðàâíèâàÿ ñèñòåìû (3.4) è (3.8), çàìå÷àåì, ÷òî ñèñòåìà (3.8) áóäåò êîð-
ðåêòíî îïðåäåëÿòü ôóíêöèþ f , åñëè ïåðåìåííûå q′1, . . . , q

′
l çàìåíèòü ñî-

îòâåòñòâåííî ïåðåìåííûìè q1, . . . , ql (çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ q1, . . . , ql ïðè
t = 0 ó÷èòûâàþòñÿ â îïðåäåëåíèè åäèíè÷íîé çàäåðæêè ç). Âìåñòå ñ òåì,
êàê âèäíî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.8), ôóíêöèè q1, . . . , ql çàâèñÿò ñ çà-
ïàçäûâàíèåì îò ïåðåìåííûõ q′1, . . . , q

′
l. Ýòî çíà÷èò, ÷òî óêàçàííóþ çàìåíó

ïåðåìåííûõ ìîæíî âûïîëíèòü, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíî ââîäèòü îáðàòíóþ
ñâÿçü ïî ïàðàì ïåðåìåííûõ (q1, q

′
1), . . . , (ql, q

′
l). Òàêèì îáðàçîì, ïî îòíî-

øåíèþ ê îïåðàöèÿì ñóïåðïîçèöèè è ââåäåíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè ïîëíîé â
êëàññå Pêà,k áóäåò ñèñòåìà {fϕ1

, . . . , fϕm
, ç}. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç V (x1.x2) ìû îáîçíà÷èëè ôóíêöèþ Âåááà, êîòî-
ðàÿ îáðàçóåò ïîëíóþ â Pk ñèñòåìó.

Ñëåäñòâèå. Ïðè ëþáîì k > 2 ñèñòåìà ôóíêöèé {fV , ç} ïîëíà â êëàñ-
ñå Pêà,k îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè è ââåäåíèÿ îáðàòíîé ñâÿ-

çè.

Òåîðåìà 3.7. Ïðè ëþáîì k > 2 â êëàññå Pêà,k èìååòñÿ òàêàÿ ôóíê-
öèÿ f(x1, x2, x3, x4), ÷òî ñèñòåìà {f} ïîëíà â êëàññå Pêà,k îòíîñèòåëü-
íî îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè è ââåäåíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ F èç êëàññà Pk:

F (x1, x2, x3, x4) = max(x1x4 + x3(1− x4), x2) + 1 (mod k).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

F (x1, x2, x1, x4) = max(x1, x2) + 1 = V (x1, x2), F (1, 0, 0, x4) = x4 + 1.
(3.9)
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Ïîëîæèì
f(x1, x2, x3, x4) = fF (x1, x2, x3, ç(x4)).

Ñîîòíîøåíèÿ (3.9) ïîêàçûâàþò, ÷òî ñóïåðïîçèöèÿìè ôóíêöèè f ìîæíî
ïîëó÷èòü ôóíêöèè fV , f0, f1, fx+1. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî òàêæå ïîëó-
÷èòü ôóíêöèþ ç(x)+1 è, çíà÷èò, ôóíêöèþ ç(x). Îáðàùåíèå ê ñëåäñòâèþ
èç òåîðåìû 3.6 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Â ñâÿçè ñ äîêàçàííîé òåîðåìîé 3.6 âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè â äàí-
íîé òåîðåìå îòêàçàòüñÿ îò îïåðàöèè ââåäåíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè? Äðóãèìè
ñëîâàìè: íåëüçÿ ëè îïåðàöèþ ââåäåíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè âûðàçèòü ÷åðåç
îïåðàöèþ ñóïåðïîçèöèè? Ìû ïîêàæåì, ÷òî îòâåò íà ýòè âîïðîñû îòðè-
öàòåëüíûé.

Â îñíîâå ïðîâîäèìûõ íèæå äîêàçàòåëüñòâ ëåæèò ñëåäóþùèé íåòðóä-
íî äîêàçûâàåìûé ôàêò: åñëè f(X) � êîíå÷íî-àâòîìàòíàÿ ôóíêöèÿ âåñà
r, à A � ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ äëèíîé ïåðèîäà p, òî f(A)
� òàêæå ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ äëèíîé ïåðèîäà r1p, ãäå
r1 6 r. Ïîýòîìó, åñëè èìåþòñÿ êîíå÷íî-àâòîìàòíûå ôóíêöèè ñ âåñàìè,
íå ïðåâîñõîäÿùèìè r, òî ëþáàÿ ñóïåðïîçèöèÿ ýòèõ ôóíêöèé ïðè ïðè-
ìåíåíèè ê ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ äëèíîé ïåðèîäà p áó-
äåò äàâàòü ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ äëèíîé ïåðèîäà âèäà
r1·. . .·rs·p, ãäå âñå ÷èñëà r1, . . . , rs íå ïðåâîñõîäÿò r. Îòñþäà óæå íåòðóäíî
âûâåñòè ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íî-àâòîìàòíîé ôóíêöèè, íå ïðåäñòàâèìîé
â âèäå ñóïåðïîçèöèè äàííûõ ôóíêöèé.

Êàê è âûøå, ïîñðåäñòâîì X îáîçíà÷àåì íàáîð ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn.

Òåîðåìà 3.8.Ïóñòü f(X) � êîíå÷íî-àâòîìàòíàÿ ôóíêöèÿ âåñà r, A
� ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ äëèíîé ïåðèîäà p è B = f(A).
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ äëèíîé ïåðèîäà r1p, ãäå
r1 6 r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî t0 ïðè âñåõ t > t0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

A(t+ p) = A(t).

Âîçüìåì äëÿ ôóíêöèè f äèàãðàììó Ìóðà ñ r âåðøèíàìè q1, . . . , qr. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç q(t) âåðøèíó, êîòîðàÿ îáðàçóåòñÿ â äèàãðàììå â ìîìåíò
âðåìåíè t ïðè ïîäà÷å íà âõîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A. Ðàññìîòðèì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü èç r + 1 ñîñòîÿíèé

q(t0), q(t0 + p), . . . , q(t0 + rp).
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Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ q ïðèíèìàåò ëèøü r çíà÷åíèé, ýòà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñîäåðæèò ïîâòîðåíèÿ. Ïóñòü, íàïðèìåð,

q(t0 + ip) = q(t0 + jp), ãäå 0 6 i < j 6 r.

Ïîëîæèì r1 = j− i. Òîãäà, êîíå÷íî, r1 6 r. Äàëåå, â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A (ñ äëèíîé ïåðèîäà p) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

q(t0 + ip), q(t0 + ip+ 1), . . . , q(t0 + jp), . . .

áóäåò òàêæå ïåðèîäè÷åñêîé ñ äëèíîé ïåðèîäà r1p. À òîãäà è ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü B áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé ñ òîé æå ñàìîé äëèíîé ïåðèîäà. Òåî-
ðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.9. Ïóñòü f0, f1, . . . , fm � êîíå÷íî-àâòîìàòíûå ôóíêöèè

ñ âåñàìè r0, r1, . . . , rm, íå ïðåâîñõîäÿùèìè r,

f(X) = f0(f1(X), . . . , fm(X)),

A � ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëèíà ïåðèîäà êîòîðîé ñîäåð-

æèò ëèøü ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè, íå ïðåâîñõîäÿùèå r, è B = f(A).
Òîãäà B � ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëèíà ïåðèîäà êîòîðîé

ñîäåðæèò ëèøü ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè, íå ïðåâîñõîäÿùèå r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

B1 = f1(A), . . . , Bm = fm(A).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.8 ïîñëåäîâàòåëüíîñòèB1, . . . , Bm ïåðèîäè÷åñêèå, ïðè-
÷åì äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë r′1, . . . , r

′
m, íå ïðåâîñõîäÿùèõ r, äëèíû ïåðèî-

äîâ ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èìåþò âèä r′1p, . . . , r
′
mp, ãäå p � äëèíà ïå-

ðèîäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A. Ïîíÿòíî, ÷òî âåêòîð-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(B1, . . . , Bm) òàêæå ïåðèîäè÷åñêàÿ, ïðè÷åì äëèíà åå ïåðèîäà ðàâíà

p0 = ÍÎÊ(r′1p, . . . , r
′
mp).

Â ÷àñòíîñòè, âñå ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè ÷èñëà p0 íå ïðåâîñõîäÿò r. Ïî-
ëîæèì C = f0(B1, . . . , Bm). Âíîâü îáðàùàÿñü ê òåîðåìå 3.8, âèäèì, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü C ïåðèîäè÷åñêàÿ è äëèíà åå ïåðèîäà èìååò âèä r′0p0,
ãäå r′0 6 r0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.10. Êëàññ Pêà,k íå ñîäåðæèò êîíå÷íîé ñèñòåìû ôóíê-

öèé, ïîëíîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ, ÷òî òàêàÿ ñèñòåìà ôóíê-
öèé {f1, . . . , fm} ñóùåñòâóåò, è r1, . . . , rm � âåñà ôóíêöèé f1, . . . , fm. Ïóñòü
p� ïðîñòîå ÷èñëî è p > max(r1, . . . , rm). Îïðåäåëèì êîíå÷íî-àâòîìàòíóþ
ôóíêöèþ f(x), êîòîðàÿ ïåðåðàáàòûâàåò ëþáóþ âõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü â ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ïåðèîäîì 0p−11. Èñïîëüçóÿ
òåîðåìó 3.9, ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèþ f íåâîçìîæíî ðåàëèçîâàòü ñóïåð-
ïîçèöèÿìè ôóíêöèé f1, . . . , fm. Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

8.Èñïîëüçóÿ ïîëíóþ â êëàññå Pêà,2 ñèñòåìó êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ôóíê-
öèé {f∨, f&, f−, ç}, îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè è ââå-
äåíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè ñëåäóþùèå êîíå÷íî-àâòîìàòíûå ôóíêöèè:

1)


y(t) = x(t)⊕ q(t− 1),
q(t) = x̄(t) · q̄(t− 1),
q(0) = 0,

2)


y1(t) = x̄1(t) ∨ x2(t) ∨ q1(t− 1),
y2(t) = q̄1(t− 1) ∨ x̄2(t) · q2(t− 1),
q1(t) = x2(t)→ q1(t− 1),
q2(t) = q̄2(t− 1) ∨ x1(t),
q1(0) = q2(0) = 0.

9. Äîêàçàòü ïîëíîòó ñèñòåìû ôóíêöèé {f1, f2} â êëàññå Pêà,2 îòíîñè-
òåëüíî îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè è ââåäåíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè:

1) f1 : y(t) = x̄1(t) · x̄2(t) (t > 1),

f2 :


y(t) = x1(t) · x̄2(t) ∨ q(t− 1),
q(t) = x1(t) ∨ x2(t),
q(0) = 0;

2) f1 : y(t) = x1(t)→ x̄2(t) (t > 1),

f2 :


y(t) = (x1(t)→ x2(t)) · q(t− 1),
q(t) = x1(t) · x2(t),
q(0) = 0.
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Ãëàâà 4

ÌÀØÈÍÛ ÒÜÞÐÈÍÃÀ È ÂÛ×ÈÑËÈÌÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ

� 1. Ìàøèíà Òüþðèíãà

Â ñåðåäèíå 1930-õ ãîäîâ íåñêîëüêèì ìàòåìàòèêàì (À.×¼ð÷, Ê. Ã¼äåëü,
À.Òüþðèíã, Ý.Ïîñò, Ñ.Êëèíè) è ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ
óäàëîñü ïîëó÷èòü òî÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ôîðìóëèðîâêè äëÿ ïîíÿòèé
àëãîðèòìà è àëãîðèòìè÷åñêè âû÷èñëèìîé ôóíêöèè. Îäèí èç ýòèõ ïîä-
õîäîâ áûë ïðåäëîæåí àíãëèéñêèì ìàòåìàòèêîì À.Òüþðèíãîì (A.Turing,
1912�1954) è áàçèðîâàëñÿ íà íåêîòîðîì àáñòðàêòíîì âû÷èñëèòåëüíîì
óñòðîéñòâå, êîòîðîå âïîñëåäñòâèè áûëî íàçâàíîìàøèíîé Òüþðèíãà. ×óòü
ïîçæå ïî÷òè òàêîå æå ïîíÿòèå àáñòðàêòíîé âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíû
áûëî ïðåäëîæåíî àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì Ý.Ïîñòîì (E. Post, 1897�
1954). Ïîýòîìó èíîãäà ìàøèíû Òüþðèíãà íàçûâàþò ìàøèíàìè Òüþðèíãà-
Ïîñòà. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü áîëåå ðàñïðîñòðàíåííîå íàçâàíèå ìàøè-
íà Òüþðèíãà.

Ìàøèíà Òüþðèíãà ñîñòîèò èç ëåíòû, ñ÷èòûâàþùå-çàïèñûâàþùåé ãî-
ëîâêè è óïðàâëÿþùåãî óñòðîéñòâà (ñì. ðèñ. ??).

Ðèñ. 1: Ìàøèíà Òüþðèíãà

Ëåíòà áåñêîíå÷íà âëåâî è âïðàâî è ðàçáèòà íà êëåòêè. Â êàæäîé
êëåòêå ëåíòû ìîæåò áûòü çàïèñàí îäèí èç ñèìâîëîâ (áóêâ) êîíå÷íîãî
ëåíòî÷íîãî àëôàâèòà A = {a0, a1, . . . , ak}. Îáû÷íî â àëôàâèòå A âûäå-
ëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ¾ïóñòîé¿ ñèìâîë a0.

Ãîëîâêà ìàøèíû ìîæåò:
äâèãàòüñÿ ïî ëåíòå âëåâî è âïðàâî, ïåðåìåùàÿñü èç îäíîé êëåòêè â

ñîñåäíþþ ñ íåé êëåòêó;
÷èòàòü ñèìâîë, çàïèñàííûé â êëåòêå, è çàïèñûâàòü â îáîçðåâàåìóþ

êëåòêó ëþáîé ñèìâîë àëôàâèòà A.
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Óïðàâëÿþùåå óñòðîéñòâî îðãàíèçóåò ïåðåìåùåíèå ãîëîâêè íà ëåíòå
è çàïèñü ñèìâîëîâ â êëåòêè ëåíòû. Îíî ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç
êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîñòîÿíèé q0, q1, . . . , qr. Â ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé âûäå-
ëÿþòñÿ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q1 è çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå q0.

Èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ ãîëîâêè íà ëåíòå, çàïèñü íîâûõ ñèìâîëîâ â
êëåòêè ëåíòû è ïåðåõîä â äðóãèå ñîñòîÿíèÿ ïðîèñõîäèò ñîãëàñíî ïðî-

ãðàììå ìàøèíû, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç êîìàíä âèäà

aiqj → alDqs, (4.1)

ãäå j 6= 0 è D åñòü îäèí èç ñèìâîëîâ äâèæåíèÿ: L,R, S. Äëÿ ëþáûõ
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé i, j (0 6 i 6 k, 1 6 j 6 r) ïðîãðàììà ìàøèíû
ñîäåðæèò ðîâíî îäíó êîìàíäó (4.1) ñ ëåâîé ÷àñòüþ aiqj. Îáû÷íî ïðî-
ãðàììó ìàøèíû Òüþðèíãà çàïèñûâàþò â âèäå òàáëèöû, ñòðîêè êîòîðîé
ïîìå÷åíû ñèìâîëàìè a0, a1, . . . , ak, à ñòîëáöû � ñèìâîëàìè q1, . . . , qr. Â
êëåòêå òàáëèöû, îòâå÷àþùåé ñòðîêå ai è ñòîëáöó qj, çàïèñàíà ïðàâàÿ
÷àñòü alDqs êîìàíäû (4.1).

Ðàáîòà ìàøèíû Òüþðèíãà ïðîòåêàåò â äèñêðåòíîì âðåìåíè t = 1, 2, . . ..
Ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû ìàøèíû Òüþðèíãà (t = 0) íà ëåíòå çàïèñûâàåòñÿ
íåêîòîðîå ñëîâî ā â àëôàâèòå {a1, . . . , ak}, âñÿ îñòàëüíàÿ ÷àñòü ëåíòû
(ñëåâà è ñïðàâà îò ñëîâà ā) çàïîëíÿåòñÿ ¾ïóñòûì¿ ñèìâîëîì a0. Ãîëîâêà
ìàøèíû Òüþðèíãà óñòàíàâëèâàåòñÿ â êëåòêó, ñîäåðæàùóþ ïåðâóþ áóêâó
ñëîâà ā, à óïðàâëÿþùåå óñòðîéñòâî ïðèâîäèòñÿ â ñîñòîÿíèå q1.

Êàæäûé èç ïîñëåäóþùèõ íåçàêëþ÷èòåëüíûõ øàãîâ (òàêòîâ) ðàáîòû
ìàøèíû Òüþðèíãà âûïîëíÿåòñÿ ñîãëàñíî îäíîìó è òîìó æå ïðàâèëó:
åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t ãîëîâêà ìàøèíû Òüþðèíãà ñ÷èòûâàåò ñèìâîë ai,
óïðàâëÿþùåå óñòðîéñòâî íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè qj (j 6= 0) è â ïðîãðàììå
ìàøèíû èìååòñÿ êîìàíäà (4.1), òî â ìîìåíò âðåìåíè t+ 1:

â îáîçðåâàåìóþ â ìîìåíò t êëåòêó ëåíòû áóäåò çàïèñàí ñèìâîë al
(âîçìîæíî, ÷òî l = i);

ãîëîâêà ñäâèíåòñÿ íà îäíó êëåòêó âëåâî (åñëè D = L), âïðàâî (åñëè
D = R) èëè îñòàíåòñÿ â ïðåæíåé êëåòêå (åñëè D = S);

óïðàâëÿþùåå óñòðîéñòâî ïåðåéäåò â ñîñòîÿíèå qs (è çäåñü âîçìîæíî
ðàâåíñòâî s = j).

Ìàøèíà Òüþðèíãà çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, åñëè óïðàâëÿþùåå óñòðîéñòâî
ïîïàäàåò â çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå q0.

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå äëÿ âñåõ ñëîâ ā ìàøèíà Òüþ-
ðèíãà çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó. Äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ ā îíà ìîæåò ðàáîòàòü
íåîãðàíè÷åííî äîëãî, íå ïîïàäàÿ â çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå q0. Â ñëó-
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÷àå îêîí÷àíèÿ ðàáîòû ìàøèíû Òüþðèíãà ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ìà-
øèíû ê ñëîâó ā îáû÷íî ñ÷èòàþò ñëîâî â àëôàâèòå {a1, . . . , ak}, êîòîðîå
îêàçûâàåòñÿ çàïèñàííûì íà ëåíòå â çàêëþ÷èòåëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.
Åñëè æå ìàøèíà Òüþðèíãà íå çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, òî ðåçóëüòàò ïðèìå-
íåíèÿ ìàøèíû ê ñëîâó ā íå îïðåäåëåí.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ìàøèí Òüþðèíãà. Ìàøèíà Òüþðèíãà M1, íà-
÷èíàÿ ðàáîòó íà ïåðâîì ñèìâîëå a1 ñëîâà ā = a1 . . . a1, îñòàâëÿåò åãî áåç
èçìåíåíèÿ, ñäâèãàåò ãîëîâêó íà îäíó êëåòêó âïðàâî è îñòàíàâëèâàåòñÿ.

Ìàøèíà ÒüþðèíãàM2 òàêæå îñòàâëÿåò ïåðâûé ñèìâîë a1 ñëîâà ā =
a1 . . . a1 áåç èçìåíåíèÿ, îäíàêî ñäâèãàåò ãîëîâêó íà îäíó êëåòêó âëåâî,
çàïèñûâàåò â íåå åùå îäèí ñèìâîë a1 è îñòàíàâëèâàåòñÿ. Ìàøèíà Òüþ-
ðèíãàM3 íà ëþáîì ñëîâå ðàáîòàåò íåîãðàíè÷åííî äîëãî.

q1

a0 a0Rq1

a1 a1Rq0

q1

a0 a1Sq0

a1 a1Lq1

q1

a0 a0Sq1

a1 a1Sq1

M1 M2 M3

Â äàëüíåéøåì íàñ â ïåðâóþ î÷åðåäü áóäóò èíòåðåñîâàòü ôóíêöèè,
âû÷èñëèìûå íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà. ×òîáû îïðåäåëèòü ýòè ôóíêöèè,
íåîáõîäèìî ïðåæäå âñåãî óñëîâèòüñÿ î ñïîñîáå ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë èç
ìíîæåñòâà N = {0, 1, 2, . . .} (âñå âû÷èñëèìûå ôóíêöèè ðàñìàòðèâàþòñÿ,
êàê ïðàâèëî, íà ìíîæåñòâå N) íà ëåíòå ìàøèíû Òüþðèíãà. Ìû âûáåðåì
ñïîñîá, êîòîðûé íà ïðàêòèêå âñòðå÷àåòñÿ ðåäêî, îäíàêî óäîáåí â òåîðåòè-
÷åñêèõ ïîñòðîåíèÿõ. Èìåííî, ÷èñëî m èç N áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñëîâîì,
ñîñòîÿùåì èç m + 1 ñèìâîëîâ 1 (¾ëèøíþþ¿ åäèíèöó äîáàâëÿåì, ÷òîáû
èìåòü âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëÿòü ÷èñëî 0). Â ñâÿçè ñ ýòèì ëåíòî÷íûé
àëôàâèò A ìàøèíû Òüþðèíãà, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåêî-
òîðîé ôóíêöèè, âñåãäà áóäåò ñîäåðæàòü ñèìâîë 1 (íàïðèìåð, a1 = 1),
ïóñòîé ñèìâîë 0 (a0 = 0) è, âîçìîæíî, äðóãèå ñèìâîëû.

Èòàê, ÷èñëî m èç N çàïèñûâàåì íà ëåíòå ìàøèíû Òüþðèíãà â âèäå
ìàññèâà èç m+1 åäèíèö, à â îñòàëüíûõ êëåòêàõ ëåíòû ïîìåùàåì ïóñòîé
ñèìâîë 0. Åñëè n > 1 è òðåáóåòñÿ ïðåäñòàâèòü íà ëåíòå ìàøèíû Òüþðèí-
ãà íàáîð ÷èñåë (m1, . . . ,mn), òî îáðàçóåì n ìàññèâîâ èçm1+1, . . . ,mn+1
åäèíèö ñîîòâåòñòâåííî è ïîìåùàåì ìåæäó ñîñåäíèìè ìàññèâàìè ðàçäå-
ëèòåëüíûé ñèìâîë 0. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàáîðà ÷èñåë (m1, . . . ,mn) íà
ëåíòå ìàøèíû Òüþðèíãà (âêëþ÷àÿ ñëó÷àé n = 1) áóäåì íàçûâàòü îñíîâ-
íûì êîäîì íàáîðà (m1, . . . ,mn).
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Ïåðåéäåì ñîáñòâåííî ê îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè, âû÷èñëèìîé íà ìà-
øèíå Òüþðèíãà. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ôóíêöèÿ (âîîáùå ãîâîðÿ, ÷àñòè÷-
íàÿ, ò.å. îïðåäåëåííàÿ íå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ) ñ àðãóìåíòàìè,
ïðèíèìàþùèìè çíà÷åíèÿ èç N , è çíà÷åíèÿìè òàêæå â ìíîæåñòâå N ,M
� ìàøèíà Òüþðèíãà ñ ëåíòî÷íûì àëôàâèòîì A, ñîäåðæàùèì ñèìâîëû
0 è 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàøèíàM âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f, åñëè äëÿ
ëþáîãî íàáîðà (m1, . . . ,mn) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

1. Åñëè çíà÷åíèå f(m1, . . . ,mn) îïðåäåëåíî, òî ìàøèíà M, íà÷èíàÿ
ðàáîòó â ñîñòîÿíèè q1 íà ïåðâîé åäèíèöå îñíîâíîãî êîäà íàáîðà (m1, . . . ,
mn), ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî òàêòîâ îñòàíàâëèâàåòñÿ è â çàêëþ÷èòåëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè íà ëåíòå ìàøèíû â îñíîâíîì êîäå ïðåäñòàâëåíî ÷èñëî
f(m1, . . . ,mn).

2. Åñëè çíà÷åíèå f(m1, . . . ,mn) íå îïðåäåëåíî, òî, íà÷èíàÿ ðàáîòó èç
òîé æå ïîçèöèè, ÷òî è â ï. 1, ìàøèíàM ëèáî íèêîãäà íå îñòàíàâëèâàåò-
ñÿ, ëèáî îñòàíàâëèâàåòñÿ, íî ïðè ýòîì íà ëåíòå ìàøèíû íå ïðåäñòàâëåíî
â îñíîâîì êîäå íèêàêîå ÷èñëî èç N .

Â äàëüíåéøåì ïî ÷èñòî òåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì íàì áóäåò óäîáíî èìåòü
îïðåäåëåíèå âû÷èñëèìîé ôóíêöèè â áîëåå ñòàíäàðòèçîâàííîì âèäå. Èìåí-
íî, ìû õîòèì, ÷òîáû â ï. 1 îïðåäåëåíèÿ ìàøèíàM â çàêëþ÷èòåëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè îñòàíàâëèâàëàñü íà ïåðâîé åäèíèöå îñíîâíîãî êîäà ÷èñ-
ëà f(m1, . . . ,mn). À â ï. 2 îïðåäåëåíèÿ ìû õîòèì îòêàçàòüñÿ îò âòîðîé
âîçìîæíîñòè, êîãäà íà ëåíòå ìàøèíûM îòñóòñòâóåò îñíîâíîé êîä ÷èñ-
ëà èç N . Òàêîå ìîäèôèöèðîâàííîå ïîíÿòèå âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè f íà
ìàøèíåM áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíûì âû÷èñëåíèåì ôóíêöèè f íà ìà-

øèíåM. Ñðàâíèòåëüíî íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âòîðîå îïðåäåëåíèå âû-
÷èñëèìîñòè íå ñóæàåò êëàññà ôóíêöèé, âû÷èñëèìûõ íà ìàøèíàõ Òüþ-
ðèíãà.

Îáðàòèìñÿ ê ïðèìåðàì âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà.

q1

0 1Sq0

1 1Lq1

q1

0 1Sq0

1 0Rq1

q1 q2

0 � 1Sq0

1 0Rq2 1Sq0

M4 M5 M6

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ìàøèíà M4 ïðàâèëüíî âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ
x+ 1. Òàêæå íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìàøèíàM5 ïðàâèëüíî âû÷èñëÿåò
ôóíêöèþ-êîíñòàíòó 0 (ðàññìàòðèâàåìóþ îò îäíîé ïåðåìåííîé). Ìàøèíà
M5 ïðîáåãàåò â ñîñòîÿíèè q1 ñëåâà íàïðàâî âåñü ìàññèâ èç åäèíèö è
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çàìåíÿåò èõ íóëÿìè. Ïîñëå ýòîãî âìåñòî ïåðâîãî ñïðàâà ñèìâîëà 0 îíà
ñòàâèò 1 è îñòàíàâëèâàåòñÿ.

Ðàññìîòðèì ÷óòü áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð ôóíêöèè

x ·− 1 =

{
0, åñëè x = 0,
x− 1 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ìàøèíà ÒüþðèíãàM6 çàìåíÿåò ïåðâóþ åäèíèöó îñíîâíîãî êîäà íóëåì,
ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå q2 è ñäâèãàåò ãîëîâêó âïðàâî. Íàõîäÿñü â ñîñòîÿ-
íèè q2, îíà çàïèñûâàåò âî âòîðóþ êëåòêó 1 è îñòàíàâëèâàåòñÿ. Ïðî÷åðê
â îäíîé èç êëåòîê òàáëèöû äëÿ ìàøèíû M6 óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ýòó
êëåòêó ìîæíî çàïîëíèòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.

Èç ïðîñòûõ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé îñòàíîâèìñÿ åùå íà ñåëåêòîðíûõ
ôóíêöèÿõ Ini (x1, . . . , xi, . . . , xn) = xi. Âñå îíè âû÷èñëÿþòñÿ ñõîäíûì îá-
ðàçîì: ãîëîâêà ìàøèíû äâèæåòñÿ ñëåâà íàïðàâî äî i-ãî ìàññèâà èç åäè-
íèö, ñòèðàÿ ïî ïóòè âñå åäèíèöû (ò.å. çàìåíÿÿ èõ íóëÿìè), îñòàâëÿåò
áåç èçìåíåíèÿ i-é ìàññèâ, çàòåì, ïðîäâèãàÿñü äî êîíöà îñíîâíîãî êîäà,
ñòèðàåò åäèíèöû îñòàâøèõñÿ ìàññèâîâ. Â çàêëþ÷åíèå ãîëîâêà ìàøèíû
âîçâðàùàåòñÿ íà ïåðâóþ åäèíèöó áûâøåãî i-ãî ìàññèâà. Ïîñêîëüêó ÷èñëî
ñîñòîÿíèé ìàøèíû Òüþðèíãà, âû÷èñëÿþùåé ôóíêöèþ Ini , ëèíåéíûì îá-
ðàçîì çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ i, n, ìû ïîñòðîèì ìàøèíó Òüþðèíãà ëèøü
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè I3

2(x1, x2, x3). Ïðîãðàììà ýòîé ìàøèíû ïðåä-
ñòàâëåíà â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå.

q1 q2 q3 q4 q5

0 0Rq2 0Rq3 0Lq4 0Lq4 0Rq0

1 0Rq1 1Rq2 0Rq3 1Lq5 1Lq5

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà ñôîðìóëèðóåì òåçèñ Òüþðèíãà.

Âñÿêàÿ àëãîðèòìè÷åñêè âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà

íà ïîäõîäÿùåé ìàøèíå Òüþðèíãà.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîé ìàøèíû Òüþðèíãà ñóùåñòâóåò ýêâèâà-
ëåíòíàÿ åé (ò.å. äàþùàÿ òîò æå ñàìûé ðåçóëüòàò) ìàøèíà Òüþðèíãà,
ïðîãðàììà êîòîðîé íå ñîäåðæèò êîìàíä ñ ñèìâîëîì S.
2. Ïîñòðîèòü ìàøèíó Òüþðèíãà, ïðàâèëüíî âû÷èñëÿþùóþ ôóíêöèþ

x+ y.
3. Ìîæåò ëè îäíà è òà æå ìàøèíà Òüþðèíãà ïðàâèëüíî âû÷èñëÿòü

äâå ðàçëè÷íûå ôóíêöèè?
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4. Ïóñòü ïðîãðàììà ìàøèíû Òüþðèíãà M′ ïîëó÷åíà èç ïðîãðàììû
ìàøèíû M çàìåíîé âñåõ ñèìâîëîâ L ñèìâîëàìè R è âñåõ ñèìâîëîâ R
ñèìâîëàìè L. Ìîæíî ëè â êàêîì-ëèáî ñìûñëå óòâåðæäàòü, ÷òî ìàøèíà
M′ âû÷èñëÿåò òå æå ôóíêöèè, ÷òî è ìàøèíàM?

� 2. Êîìïîçèöèÿ è èòåðàöèÿ ìàøèí Òüþðèíãà

Îáû÷íî ïðè ïîñòðîåíèè äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ ìàøèí Òüþðèíãà ïðè-
áåãàþò ê èçâåñòíîìó íà ïðàêòèêå ïðèåìó: ðàçáèâàþò àëãîðèòì, ðåàëèçó-
åìûé ìàøèíîé Òüþðèíãà, íà îòäåëüíûå ïðîñòûå ÷àñòè, ñòðîÿò äëÿ íèõ
ìàøèíû Òüþðèíãà è çàòåì ¾ñîáèðàþò¿ èç ïîëó÷åííûõ ¾ìàëûõ¿ ìàøèí
Òüþðèíãà òðåáóåìóþ ìàøèíó Òüþðèíãà. Åñëè ðàçáèåíèå àëãîðèòìà íà
÷àñòè è ïîñòðîåíèå äëÿ íèõ ìàøèí Òüþðèíãà åñòü ïðîöåññ â çíà÷èòåëü-
íîé ñòåïåíè òâîð÷åñêèé, òî ïîñëåäóþùàÿ ¾ñáîðêà¿ ìàøèí Òüþðèíãà ÿâ-
ëÿåòñÿ äåëîì âåñüìà ðóòèííûì. Çäåñü ñóùåñòâóþò äâà îñíîâíûõ ïðèåìà
êîíñòðóèðîâàíèÿ èç îäíèõ ìàøèí Òüþðèíãà äðóãèõ ìàøèí Òüþðèíãà.
Ýòî êîìïîçèöèÿ è èòåðàöèÿ ìàøèí Òüþðèíãà.

Êîìïîçèöèÿ ìàøèí Òüþðèíãà ôîðìàëèçóåò èäåþ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ãî âûïîëíåíèÿ äâóõ (ðåæå íåñêîëüêèõ) âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ. Â
ñàìîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå êîìïîçèöèÿ äâóõ ìàøèí Òüþðèíãà îïðåäåëÿ-
åòñÿ òàê. ÏóñòüM1,M2 � ìàøèíû Òüþðèíãà ñ îäíèì è òåì æå ëåíòî÷-
íûì àëôàâèòîì. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé ìàøèí
M1,M2 íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ìû õîòèì ñîçäàòü ìàøèíó ÒüþðèíãàM, êî-
òîðàÿ ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà èñõîäíîì ñëîâå ā íà÷èíàåò ðàáî-
òàòü ìàøèíàM1. ÅñëèM1 çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó, òî ñ ýòîé êîíôèãó-
ðàöèè (ò.å. ñ äîñòèãíóòûìè çàïîëíåíèåì ëåíòû è ïîëîæåíèåì ãîëîâêè íà
ëåíòå) çàïóñêàåòñÿ ìàøèíàM2. Ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé ïðè ýòîì ìàøè-
íîéM2, è áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ìàøèíûM ê ñëîâó ā.
Ðàçóìååòñÿ, åñëè îäíà èç ìàøèíM1,M2 ðàáîòàåò íåîãðàíè÷åííî äîëãî,
òî è ìàøèíàM áóäåò ðàáîòàòü íåîãðàíè÷åííî äîëãî.

Äîâîëüíî ïîíÿòíî, êàê èç ïðîãðàìì ìàøèí M1,M2 ïîëó÷èòü ïðî-
ãðàììó ìàøèíû M. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âî âñåõ êîìàíäàõ ìàøèíû
M1 çàìåíèòü çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì ìàøè-
íûM2, à çàòåì îáúåäèíèòü ïîëó÷åííûå ìíîæåñòâà êîìàíä ìàøèíM1

èM2. Íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì ìàøèíûM áóäåò ÿâëÿòüñÿ íà÷àëüíîå ñî-
ñòîÿíèå ìàøèíû M1, à çàêëþ÷èòåëüíûì � çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå
ìàøèíûM2.
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Âåðíåìñÿ ê ìàøèíå Òüþðèíãà èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, êîòîðàÿ
ïðàâèëüíî âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ I3

2(x1, x2, x3). Åå ìîæíî ïîëó÷èòü â âè-
äå ïîñëåäîâàòåëüíîé êîìïîçèöèè ìàøèí Òüþðèíãà M1 � M5 (ïåðâûé
èíäåêñ ó ñîñòîÿíèÿ óêàçûâàåò íà íîìåð ìàøèíû):

q11

0 0Rq10

1 0Rq11

q21

0 0Rq20

1 1Rq21

q31

0 0Lq30

1 0Rq31

q41

0 0Lq41

1 1Lq40

q51

0 0Rq50

1 1Lq51

M1 M2 M3 M4 M5

ÌàøèíàM1 ñòèðàåò â îñíîâíîì êîäå íàáîðà (x1, x2, x3) ïåðâûé ìàñ-
ñèâ èç åäèíèö, ïðîïóñêàåò ïóñòóþ êëåòêó ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì ìàñ-
ñèâàìè è îñòàíàâëèâàåòñÿ íà ïåðâîé åäèíèöå âòîðîãî ìàññèâà. Ìàøèíà
M2, íè÷åãî íå èçìåíÿÿ, ïðîáåãàåò âòîðîé ìàññèâ èç åäèíèö, ïðîïóñêàåò
ñëåäóþùóþ çà íèì ïóñòóþ êëåòêó è îñòàíàâëèâàåòñÿ íà ïåðâîé åäèíèöå
òðåòüåãî ìàññèâà. Äåéñòâèÿ ìàøèíûM3 àíàëîãè÷íû äåéñòâèÿì ìàøè-
íûM1, çà èñêëþ÷åíèåì ïîñëåäíåãî øàãà, íà êîòîðîì ãîëîâêà ìàøèíû
M3 ñìåùàåòñÿ íà îäíó êëåòêó âëåâî. Ìàøèíà M4 äâèæåòñÿ âëåâî ïî
ïóñòûì êëåòêàì äî êðàéíåé ïðàâîé åäèíèöû áûâøåãî âòîðîãî ìàññèâà è
îñòàíàâëèâàåòñÿ â ñîñåäíåé ñ íåé êëåòêå. Íàêîíåö, ìàøèíàM5 ïðîáåãàåò
ñïðàâà íàëåâî îñòàâøèéñÿ ìàññèâ èç åäèíèö, âûõîäèò íà ïðèìûêàþùóþ
ê íåìó ïóñòóþ êëåòêó, âîçâðàùàåòñÿ íà îäíó êëåòêó íàçàä è îñòàíàâëè-
âàåòñÿ.

Òîò òèï êîìïîçèöèè, êîòîðûé ìû îïèñàëè âûøå, ìîæíî áûëî áû íà-
çâàòü áåçóñëîâíîé êîìïîçèöèåé ìàøèí Òüþðèíãà. Îäíàêî ñóùåñòâóþò
çàäà÷è, ãäå íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ áîëåå ñëîæíûìè ôîðìàìè êîì-
ïîçèöèè. Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî ìû õîòèì ïîëó÷èòü èç äàííûõ
ìàøèí ÒüþðèíãàM1,M2 òàêóþ ìàøèíó ÒüþðèíãàM, êîòîðàÿ â íåêî-
òîðûõ ñëó÷àÿõ ðàáîòàåò êàê ìàøèíàM1, à â äðóãèõ � êàê êîìïîçèöèÿ
ìàøèí M1 è M2. Äëÿ ýòîãî, èñõîäÿ èç ñîäåðæàòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé,
ìû âûäåëèì ñðåäè çàêëþ÷èòåëüíûõ êîìàíä (ò.å. êîìàíä, ñîäåðæàùèõ
çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå) ìàøèíûM1 òàêèå êîìàíäû, êîòîðûå îòâå-
÷àþò âòîðîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ âîçìîæíîñòåé. À äàëåå, êàê è âûøå,
çàìåíèì â íèõ çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì ìàøè-
íûM2. Âñå îñòàëüíûå êîìàíäû îáåèõ ìàøèí îñòàâèì áåç èçìåíåíèÿ.

Åùå îäèí òèï êîìïîçèöèè ìàøèí Òüþðèíãà ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ,
êîãäà íåîáõîäèìî îñóùåñòâèòü âûáîð èç äâóõ èëè áîëåå àëüòåðíàòèâ.
ÏóñòüM1,M2,M3 � ìàøèíû Òüþðèíãà ñ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèìèñÿ
ìíîæåñòâàìè ñîñòîÿíèé. È ïóñòü ñîäåðæàòåëüíî ìàøèíàM1 ðàñïîçíàåò
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íåêîòîðîå ñâîéñòâî (ïðåäèêàò) p. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ñâîé-
ñòâà p ìû áû õîòåëè çàïóñòèòü ìàøèíó M2, à â ñëó÷àå íåâûïîëíåíèÿ
� ìàøèíóM3. Ôîðìàëüíî ñâîéñòâî p õàðàêòåðèçóåòñÿ çàêëþ÷èòåëüíû-
ìè êîìàíäàìè ìàøèíûM1: ÷àñòü çàêëþ÷èòåëüíûõ êîìàíä ñîîòâåòñòâó-
åò âûïîëíåíèþ ñâîéñòâà p, îñòàëüíàÿ ÷àñòü � íåâûïîëíåíèþ ñâîéñòâà
p. Îáîçíà÷èì çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå èç ïåðâîé ÷àñòè çàêëþ÷èòåëü-
íûõ êîìàíä ìàøèíû M1 ÷åðåç q′0, èç âòîðîé ÷àñòè � ÷åðåç q′′0 . Òîãäà
óêàçàííîå ¾ðàçâåòâëåíèå¿ ìàøèí Òüþðèíãà M1, M2, M3 âûïîëíÿåò-
ñÿ òàê: âñå çàêëþ÷èòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ q′0 ìàøèíû M1 çàìåíÿþòñÿ íà-
÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì ìàøèíû M2, à âñå çàêëþ÷èòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ q′′0
� íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì ìàøèíû M3. Çàêëþ÷èòåëüíûìè ñîñòîÿíèìè
ïîëó÷åííîé ìàøèíû Òüþðèíãà ÿâëÿþòñÿ çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå ìà-
øèíûM2 è çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå ìàøèíûM3.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð êîìïîçèöèè ìàøèí Òüþðèíãà ïîñëåäíåãî òèïà.
Èñïîëüçóÿ ýòîò òèï êîìïîçèöèè, ïîñòðîèì ìàøèíó Òüþðèíãà, êîòîðàÿ
ïðàâèëüíî âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ

rm(x, 2) =

{
0, åñëè x ÷åòíî,
1, åñëè x íå÷åòíî.

Îïðåäåëèì ìàøèíûM6, M7, M8.

q11 q12

0 0Sq′′10 0Sq′10

1 0Rq12 0Rq11

q21

0 1Sq20

1 �

q31 q32

0 1Rq32 1Lq30

1 � �

M6 M7 M8

Ìàøèíà M6, íàõîäÿñü â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè q11 íà ïåðâîé åäèíèöå
ìàññèâà èç x + 1 åäèíèö, äâèæåòñÿ ïî ìàññèâó âïðàâî, ñòèðàåò âñå åäè-
íèöû è ïîî÷åðåäíî ïðîõîäèò ÷åðåç ñîñòîÿíèÿ q11, q12. Â ñëó÷àå ÷åòíîñòè
÷èñëà x (òîãäà ïðîáåãàåìûé ìàññèâ ñîñòîèò èç íå÷åòíîãî ÷èñëà åäèíèö)
ìàøèíà M6 âûõîäèò íà ïåðâóþ ïóñòóþ êëåòêó â ñîñòîÿíèè q12 è îñòà-
íàâëèâàåòñÿ â çàêëþ÷èòåëüíîì ñîñòîÿíèè q′10. Â ñëó÷àå íå÷åòíîñòè ÷èñëà
x àíàëîãè÷íûé ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ â çàêëþ÷èòåëüíîì ñîñòîÿíèè q′′10.
Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ñîñòîÿíèé q′10, q

′′
10 ìàøèíàM6 ¾ðàñïîçíàåò¿

÷åòíîñòü ÷èñëà x.
ÌàøèíàM7 çàïèñûâàåò â ïóñòóþ êëåòêó 1 (îñíîâíîé êîä ÷èñëà 0) è

îñòàíàâëèâàåòñÿ. Ìàøèíà M8 çàïèñûâàåò â äâóõ ïóñòûõ êëåòêàõ åäè-
íèöû, âîçâðàùàåòñÿ íà ïåðâóþ åäèíèöó è îñòàíàâëèâàåòñÿ. Ïðî÷åðêè â
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òàáëèöàõ äëÿ ìàøèí M7, M8 îçíà÷àþò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå êëåòêè
ìîãóò áûòü çàïîëíåíû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.

Îáðàçóåì òåïåðü êîìïîçèöèþM ìàøèíM6,M7,M8 òàê, ÷òîáû ìà-
øèíàM7 íà÷èíàëà ðàáîòó ïðè ïîïàäàíèè ìàøèíûM6 â çàêëþ÷èòåëü-
íîå ñîñòîÿíèå q′10, à ìàøèíàM8 � â çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå q′′10. Ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ òàáëèöà äëÿ ìàøèíû M áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

q11 q12 q21 q31 q32

0 0Sq31 0Sq21 1Sq20 1Rq32 1Lq30

1 0Rq12 0Rq11 � � �

Èòåðàöèÿ ìàøèíû Òüþðèíãà ôîðìàëèçóåò èäåþ ìíîãîêðàòíîãî ðåãó-
ëèðóåìîãî ïðèìåíåíèÿ îäíîãî è òîãî æå àëãîðèòìà. Ïóñòü çàäàíà ìà-
øèíà ÒüþðèíãàM è ìû õîòèì ìíîãîêðàòíî ïðèìåíÿòü ýòó ìàøèíó (â
äóõå êîìïîçèöèè ìàøèí Òüþðèíãà) äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò âûïîëíåíî
íåêîòîðîå óñëîâèå (ïðåäèêàò) p. Ñàìî óñëîâèå p, êàê è ðàíåå, ìîæíî çà-
äàòü ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ çàêëþ÷èòåëüíûõ êîìàíä ìàøèíûM. ×òîáû
âûäåëèòü ýòè çàêëþ÷èòåëüíûå êîìàíäû, îáîçíà÷èì ñîäåðæàùååñÿ â íèõ
çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå ÷åðåç q′0. Âñå îñòàëüíûå âõîæäåíèÿ çàêëþ÷è-
òåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â ïðîãðàììó ìàøèíûM îáîçíà÷èì ÷åðåç q′′0 . Òåïåðü
íàøå íàìåðåíèå èòåðèðîâàòü ðàáîòó ìàøèíû Òüþðèíãà M ìîæíî âû-
ðàçèòü áîëåå òî÷íî. Çàïóñêàåì ìàøèíó M â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè q1.
Åñëè ÷åðåç íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî òàêòîâ îíà ïîïàäàåò â çàêëþ÷èòåëü-
íîå ñîñòîÿíèå q′′0 , òî ¾âîçâðàùàåì¿ åå âíîâü â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q1 è
ò.ä. Ôîðìàëüíî èòåðàöèÿ ìàøèíû M îòíîñèòåëüíî óñëîâèÿ p ïîëó÷à-
åòñÿ çàìåíîé âñåõ âõîæäåíèé çàêëþ÷èòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ q′′0 íà÷àëüíûì
ñîñòîÿíèåì q1.

Ïóñòü, íàïðèìåð, ìàøèíàM çàäàåòñÿ òàáëèöåé 1.

q1 q2 q3 q4

0 � 0Rq2 0Sq′0 0Lq4

1 0Rq2 0Rq3 0Lq4 1Sq′′0

q1 q2 q3 q4

0 � 0Rq2 0Sq′0 0Lq4

1 0Rq2 0Rq3 0Lq4 1Sq1

Òàáë. 1 Òàáë. 2
Ïðîàíàëèçèðóåì ðàáîòó ìàøèíû M. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëü-

íûé ìîìåíò âðåìåíè íà ëåíòå ìàøèíûM çàïèñàí îñíîâíîé êîä íàáîðà
(x1, x2), à ãîëîâêà ìàøèíû óñòàíîâëåíà íà êðàéíþþ ïðàâóþ åäèíèöó
ïåðâîãî ìàññèâà. Íà÷èíàÿ ðàáîòó â ýòîé ïîçèöèè, ìàøèíàM ñîâåðøàåò
ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ.
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Îíà çàìåíÿåò îáîçðåâàåìóþ åäèíèöó íóëåì, ñäâèãàåòñÿ âïðàâî äî ïåð-
âîé åäèíèöû âòîðîãî ìàññèâà è òàêæå çàìåíÿåò åå íóëåì. Åñëè x2 = 0,
òî ìàøèíàM îñòàíàâëèâàåòñÿ â ñëåäóùåé ñïðàâà êëåòêå â ñîñòîÿíèè q′0.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàøèíàM çàìåíÿåò âòîðóþ åäèíèöó âòîðîãî ìàñ-
ñèâà íóëåì è âîçâðàùàåòñÿ (åñëè x1 6= 0) íà êðàéíþþ ïðàâóþ åäèíèöó
ïåðâîãî ìàññèâà, ãäå è îñòàíàâëèâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè q′′0 .

Îáðàçóåì èòåðàöèþ ìàøèíûM � çàìåíèì â åå ïðîãðàììå çàêëþ÷è-
òåëüíîå ñîñòîÿíèå q′′0 íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì q1 (ñì. òàáë. 2). Ïîëó÷èì
ìàøèíó Òüþðèíãà M′. Íåòðóäíî ïîíÿòü, êàê áóäåò ðàáîòàòü ìàøèíà
M′. Îíà äîñòèãàåò çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå q′0 â òîì è òîëüêî òîì ñëó-
÷àå, êîãäà x2 = 2y è x1 > y. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ìàøèíàM′ ðàáîòàåò
íåîãðàíè÷åííî äîëãî.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

5. Ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè áîëåå ïðîñòûõ ìàøèí Òüþðèíãà
ìàøèíû, ïðàâèëüíî âû÷èñëÿþùèå ôóíêöèè

sg(x) =

{
0, åñëè x = 0,
1, åñëè x > 0,

sg(x) =

{
1, åñëè x = 0,
0, åñëè x > 0,

3 ·− x =

{
0, åñëè x 6 3,
x− 3, åñëè x > 3,

6. Ïðèìåíèâ èòåðàöèþ ìàøèíû Òüþðèíãà, ïîñòðîèòü ìàøèíó, ïðà-
âèëüíî âû÷èñëÿþùóþ ôóíêöèþ [x/2] (öåëàÿ ÷àñòü îò äåëåíèÿ x íà 2).

� 3. Ìîäåëèðîâàíèå ìàøèí Òüþðèíãà

Â òåîðèè àëãîðèòìîâ äîâîëüíî ðàñïðîñòðàíåííûì ÿâëÿåòñÿ ïðèåì, êî-
ãäà ñ ïîìîùüþ îäíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî óñòðîéñòâà ìîäåëèðóåòñÿ ðàáîòà
äðóãîãî âû÷èñëèòåëüíîãî óñòðîéñòâà. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ëèøü ìîäå-
ëèðîâàíèå ìàøèí Òüþðèíãà, ðàáîòàþùèõ â àëôàâèòå {0, 1, a2, . . . , ak},
ãäå k > 2, ìàøèíàìè Òüþðèíãà, èìåþùèìè ëåíòî÷íûé àëôàâèò {0, 1}.
Áîëåå òîãî, íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî ôóíêöèè, ïðàâèëüíî âû÷èñ-
ëèìûå òåìè è äðóãèìè ìàøèíàìè Òüþðèíãà. Ìû óñòàíîâèì, ÷òî ýòè
êëàññû ôóíêöèé ñîâïàäàþò.

Èäåÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìàøèíû Òüþðèíãà, ðàáîòàþùåé â àëôàâèòå A =
{0, 1, a2, . . . , ak}, ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñòà. Íåîáõîäèìî çàêîäèðîâàòü áóêâû
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àëôàâèòà A ñëîâàìè â àëôàâèòå {0, 1} è çàòåì îïåðèðîâàòü ñ ýòèìè
êîäàìè òàê æå, êàê èñõîäíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà îïåðèðóåò ñ áóêâàìè
0, 1, a2, . . . , ak.

Èç áîëüøîãî êîëè÷åñòâî ðàçíîîáðàçíûõ êîäèðîâàíèé ìû âûáåðåì
áëî÷íîå (ðàâíîìåðíîå) êîäèðîâàíèå, êîãäà êàæäîé áóêâå àëôàâèòà A
ñîïîñòàâëÿåòñÿ äâîè÷íîå ñëîâî (áëîê) îäíîé è òîé æå äëèíû l. Ïîíÿò-
íî, ÷òî äëÿ îäíîçíà÷íîñòè ïîñëåäóþùåãî äåêîäèðîâàíèÿ ÷èñëî l äîëæíî
óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó 2l > k + 1. Òåïåðü êàæäîé áóêâå a àëôàâèòà
A ìîæíî ñîïîñòàâèòü äâîè÷íîå ñëîâî ν(a) äëèíû l, ïðè÷åì ðàçíûì áóê-
âàì a � ðàçëè÷íûå ñëîâà ν(a). Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò óäîáíî ñ÷èòàòü,
÷òî êîäèðîâàíèå ν ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå áóêâå 0 ñëîâî èç l íóëåé, à áóêâå
1 � ñëîâî èç l åäèíèö.

ÏóñòüM � ïðîèçâîëüíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà ñ ëåíòî÷íûì àëôàâèòîì
A è ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé {q0, q1, . . . , qr}. Ìû õîòèì ñíà÷àëà âûïîëíèòü
öåíòðàëüíóþ ÷àñòü ìîäåëèðîâàíèÿ ðàáîòû ìàøèíûM � ïîñòðîèòü ìà-
øèíó Òüþðèíãà M1 ñ ëåíòî÷íûì àëôàâèòîì {0, 1}, êîòîðàÿ ðàáîòàåò
íàä êîäàìè ñëîâ òàê æå, êàê ìàøèíàM ðàáîòàåò íàä èñõîäíûìè ñëîâà-
ìè â àëôàâèòå A. Ñ ýòîé öåëüþ ê ñîñòîÿíèÿì q0, q1, . . . , qr ìàøèíû M
äîáàâèì åùå òðè ãðóïïû ñîñòîÿíèé.

Ñîñòîÿíèÿ ïåðâîé ãðóïïû áóäåì äëÿ íàãëÿäíîñòè çàïèñûâàòü â âèäå
[b1 . . . bp, j], ãäå 1 6 p 6 l, 1 6 j 6 r è b1, . . . , bp � ñèìâîëû 0 èëè 1. Â
ñîñòîÿíèÿõ ïåðâîé ãðóïïû ìàøèíàM1 ïðîâîäèò ¾ðàñøèôðîâêó¿ êîäîâ
ν(a), ¾ïîìíÿ¿ ïðè ýòîì òåêóùåå ñîñòîÿíèå ìàøèíûM.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ìàøèíàM1, ìîäåëè-
ðóÿ ðàáîòó ìàøèíûM, íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè qj (òàê æå, êàê è ìàøèíà
M), à åå ãîëîâêà îáîçðåâàåò ïåðâóþ áóêâó êîäà íåêîòîðîé áóêâû àëôàâè-
òà A. Òîãäà ñëåäóþùèå êîìàíäû â ïðîãðàììå ìàøèíûM1 îáåñïå÷èâàþò
÷òåíèå ýòîãî êîäà:

bqj → bR[b, j], b[b1 . . . bp, j]→ bR[b1 . . . bpb, j] (1 6 p 6 l − 2),

b[b1 . . . bl−1, j]→ bS[b1 . . . bl−1b, j]

(çäåñü b, bi � ñèìâîëû 0 èëè 1).
Ïóñòü òåïåðü â ïðîãðàììå ìàøèíûM èìååòñÿ êîìàíäà (4.1), ν(ai) =

b1 . . . bl, ν(ar) = c1 . . . cl è ìàøèíàM1 â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè íàõî-
äèòñÿ íà ïîñëåäíåé áóêâå bl êîäà ν(ai) â ñîñòîÿíèè [b1 . . . bl, j]. Ñîñòîÿíèÿ
âòîðîé ãðóïïû, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì êàê [b1 . . . bp, i, j], ïðåäíàçíà÷åíû
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ¾ïîëîâèíû¿ âûïîëíåíèÿ ìàøèíîéM êîìàíäû (4.1),
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êîòîðîå ñîñòîèò â çàìåíå êîäà b1 . . . bl êîäîì c1 . . . cl. Ñ ýòèìè ñîñòîÿíèÿ-
ìè ñâÿçàíû ñëåäóþùèå êîìàíäû ïðîãðàììû ìàøèíûM1:

bl[b1 . . . bl, j]→ clL[b1 . . . bl−1, i, j],
bp[b1 . . . bp, i, j]→ cpL[b1 . . . bp−1, i, j] (2 6 p 6 l − 1),
b1[b1, i, j]→ c1S{D, s}

(çäåñü ñèìâîëû D, s âçÿòû èç ïðàâîé ÷àñòè êîìàíäû (4.1), à {D, s} åñòü
îáîçíà÷åíèå íîâîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîå ìû îòíåñåì ê òðåòüåé ãðóïïå).

Òåïåðü, íàõîäÿñü â ñîñòîÿíèè {D, s}, ìàøèíà M1 äîëæíà ïðîìîäå-
ëèðîâàòü âûïîëíåíèå îñòàâøåéñÿ ÷àñòè êîìàíäû (4.1), ò.å.M1 äîëæíà
ñäâèíóòüñÿ íà l êëåòîê âëåâî (åñëè D = L) èëè âïðàâî (åñëè D = R) è
ïåðåéòè â ñîñòîÿíèå qs. Â ñëó÷àå D = S ìàøèíàM1, íå ñäâèãàÿ ãîëîâêó,
ñðàçó ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå qs. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòèõ äåéñòâèé ñëóæàò
ñîñòîÿíèÿ òðåòüåé ãðóïïû è ñîîòâåòñòâóþùèå êîìàíäû:

b{L, s} → bL{L, s, 1}, b{L, s, p} → bL{L, s, p+ 1} (1 6 p 6 l − 1),
b{L, s, l} → bSqs;
b{R, s} → bR{R, s, 1}, b{R, s, p} → bR{R, s, p+ 1} (1 6 p 6 l − 1),
b{R, s, l} → bRqs;
b{S, s} → bSqs.

×òîáû ïîëíîñòüþ ïðîìîäåëèðîâàòü ðàáîòó ìàøèíû M, íåîáõîäèìî
îïðåäåëèòü åùå äâå ìàøèíû Òüþðèíãà M0 è M2. Ìàøèíà M0 ¾ðàñ-
òÿãèâàåò¿ îñíîâíîé êîä èñõîäíîãî íàáîðà â l ðàç, à ìàøèíàM2, íàîáî-
ðîò, ¾ñæèìàåò¿ îñíîâíîé êîä ÷èñëà â l ðàç. Ïîñêîëüêó äåéñòâèÿ ìàøèí
M0, M2 â èçâåñòíîì ñìûñëå îáðàòíû äðóã äðóãó, ìû ðàññìîòðèì ëèøü
ìàøèíóM0.

Èòàê, ìàøèíàM0 äîëæíà ¾ðàñòÿíóòü¿ îñíîâíîé êîä ëþáîãî íàáîðà
â l ðàç. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäàÿ åäèíèöà îñíîâíîãî êîäà äîëæíà áûòü
çàìåíåíà l åäèíèöàìè, à êàæäûé íóëü, ñòîÿùèé ìåæäó ìàññèâàìè èç
åäèíèö, � l íóëÿìè. Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ìàøèíà
M âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ îò îäíîé ïåðåìåííîé.

Ìàøèíó ÒüþðèíãàM0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè è èòå-
ðàöèè ñëåäóþùèõ ìàøèí M3 � M6. Ìàøèíà M3, íàõîäÿñü íà ïåðâîé
åäèíèöå îñíîâíîãî êîäà ÷èñëà x, ñäâèãàåòñÿ âïðàâî íà îäíó êëåòêó è
àíàëèçèðóåò ñîäåðæàùèéñÿ â íåé ñèìâîë a. Åñëè a = 0, òî çàïóñêàåòñÿ
ìàøèíà M4, êîòîðàÿ äîïèñûâàåò ê èìåþùåéñÿ íà ëåíòå åäèíèöå åùå
l− 1 åäèíèö è îñòàíàâëèâàåòñÿ. Åñëè a = 1, òî çàïóñêàåòñÿ ìàøèíàM5,
êîòîðàÿ ñòèðàåò ïåðâóþ åäèíèöó îñíîâíîãî ìàññèâà, ñäâèãàåòñÿ âëåâî íà
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îäíó êëåòêó è çàïèñûâàåò ìàññèâ èç l åäèíèö. Äàëåå äåéñòâóåò ìàøèíà
M6, êîòîðàÿ áóäåò ïîäâåðãíóòà èòåðàöèè.

ÌàøèíàM6 ïðîáåãàåò ñëåâà íàïðàâî ìàññèâ èç åäèíèö, çàòåì ìàññèâ
èç íóëåé, âñòðå÷àåò ïåðâóþ åäèíèöó ñëåäóþùåãî ìàññèâà è àíàëèçèðó-
åò ñèìâîë a, ñòîÿùèé íåïîñðåäñòâåííî ñïðàâà îò ýòîé åäèíèöû. Åñëè
a = 1, òî ñòèðàåòñÿ ïåðâàÿ åäèíèöà âòîðîãî ìàññèâà, ìàøèíà M6 äâè-
æåòñÿ äàëåå íàëåâî, ïðîáåãàåò ìàññèâ èç íóëåé, çàòåì ìàññèâ èç åäèíèö
è ïðèïèñûâàåò ê ïîñëåäíåìó ìàññèâó ñëåâà íîâûå l åäèíèö. Ïîñëå ÷åãî
M6 ïåðåõîäèò â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå (öèêë èòåðàöèè). Åñëè æå a = 0,
òî ìàøèíàM6 äåéñòâóåò àíàëîãè÷íî äî ìîìåíòà ïåðåõîäà â íà÷àëüíîå
ñîñòîÿíèå. Ïîñëå ÷åãî ìàøèíà M6 äîëæíà çàâåðøèòü ðàáîòó â çàêëþ-
÷èòåëüíîì ñîñòîÿíèè.

Ïîñòðîåíèå ìàøèíM3 �M6 íå ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé òðóäíîñòè, è
ìû åãî îïóñêàåì.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

7. Ïîñòðîèòü ïðîãðàììó ìàøèíû ÒüþðèíãàM6.

� 4. Îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè, ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè è
ìèíèìèçàöèè

Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ êëàññà ôóíêöèé, âû÷èñëèìûõ íà ìàùè-
íàõ Òüþðèíãà, íàì íåîáõîäèìî ââåñòè òðè îïåðàöèè íàä (âîîáùå ãîâîðÿ,
÷àñòè÷íûìè) ôóíêöèÿìè.

Ñ îïåðàöèåé ñóïåðïîçèöèè ìû óæå ïîçíàêîìèëèñü â ïðåäûäóùèõ ãëà-
âàõ. Çäåñü íàì áóäåò äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ñóïåðïîçèöèþ äîâîëüíî
ñïåöèàëüíîãî âèäà � ¾ðåãóëÿðíóþ¿ ñóïåðïîçèöèþ. Ïóñòü èìåþòñÿ ôóíê-
öèè

g0(y1, . . . , ym), g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn). (4.2)

Îáðàçóåì èç íèõ ôóíêöèþ f :

f(x1, . . . , xn) = g0(g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)). (4.3)

Î ôóíêöèè f áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíà ïîëó÷åíà èç ôóíêöèé (4.2) ñ ïîìî-
ùüþ îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè (èëè êîðî÷å: ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé (4.3)).

Ïîñêîëüêó â äàëüíåéøåì íàì ïðèäåòñÿ ïðèìåíÿòü îïåðàöèþ ñóïåð-
ïîçèöèè ê ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííûì ôóíêöèÿì, íåîáõîäèìî óòî÷íèòü, êàê
äåéñòâóåò îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè â ýòîì ñëó÷àå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x1, . . . ,
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xn) ïîëó÷àåòñÿ èç (÷àñòè÷íûõ) ôóíêöèé (4.2) ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ñó-
ïåðïîçèöèè (4.3). Äëÿ ëþáîãî íàáîðà (a1, . . . , an) èç Nn ñ÷èòàåì çíà÷åíèå
f(a1, . . . , an) îïðåäåëåííûì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îïðåäåëåíû âñå
çíà÷åíèÿ

g1(a1, . . . , an), . . . , gm(a1, . . . , an) (4.4)

è îïðåäåëåíî çíà÷åíèå ôóíêöèè g0 íà íàáîðå ñ êîìïîíåíòàìè (4.4).
Ïåðåéäåì ê áîëåå ñëîæíîé îïåðàöèè ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè. Ïóñòü

èìåþòñÿ (÷àñòè÷íî îïðåäåëåííûå) ôóíêöèè g(x1, . . . , xn−1) è h(x1, . . . ,
xn+1). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ïîëó÷åíà èç ôóíêöèé
g, h ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè (ïî ïåðåìåííîé xn), åñ-
ëè ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ{

f(x1, . . . , xn−1, 0) = g(x1, . . . , xn−1),
f(x1, . . . , xn−1, xn + 1) = h(x1, . . . , xn−1, xn, f(x1, . . . , xn)).

(4.5)

Òàê æå, êàê â ñëó÷àå îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè, íåîáõîäèìî ïîÿñíèòü,
êàê áóäåò äåéñòâîâàòü îïåðàöèÿ ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè íà ÷àñòè÷íûå
ôóíêöèè. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà (a1, . . . , an) èç Nn çíà÷åíèå f(a1, . . . , an)
ñ÷èòàåì îïðåäåëåííûì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îïðåäåëåíî çíà÷åíèå
g(a1, . . . , an−1) è äëÿ ëþáîãî b < an îïðåäåëåíî òàêæå çíà÷åíèå

h(a1, . . . , an−1, b, f(a1, . . . , an−1, b))

(ðàçóìååòñÿ, çíà÷åíèÿ f(a1, . . . , an−1, b) ïðè ýòîì âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî
ðàâåíñòâàì (4.5)). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ çàäàííûõ ôóíêöèé g è h
ñîîòíîøåíèÿ (4.5) îïðåäåëÿþò åäèíñòâåííóþ ôóíêöèþ f .

Ðàññìîòðèì àëãîðèòìè÷åñêè íàèáîëåå ñèëüíóþ îïåðàöèþ ìèíèìèçà-

öèè. Ïóñòü g(x1, . . . , xn) � ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ. Îïðåäåëèì
ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) � ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè ìèíèìèçàöèè
µ ê ôóíêöèè g,

f(x1, . . . , xn) = (µy)(g(x1, . . . , xn−1, y) = xn). (4.6)

Ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà (a1, . . . , an) èç Nn çíà÷åíèå f(a1,

. . . , an) îïðåäåëåíî è ðàâíî ÷èñëó b â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà:
1) çíà÷åíèå g(a1, . . . , an−1, b) îïðåäåëåíî è ðàâíî an;
2) ïðè ëþáîì z < b çíà÷åíèå g(a1, . . . , an−1, z) îïðåäåëåíî è îòëè÷íî

îò an.
Ïîíÿòíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ìèíèìèçàöèè íàõîäèòñÿ íàèìåíü-

øåå (ïî y) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

g(x1, . . . , xn−1, y) = xn.
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Ñóùåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå çäåñü ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïðîöåññå ïîèñêà
òàêîãî ðåøåíèÿ (åñëè îíî, êîíå÷íî, èìååòñÿ) ìû íå ìîæåì ¾ïåðåñêàêè-
âàòü¿ ÷åðåç òå òî÷êè y, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ g íå îïðåäåëåíà. Ìîæåò
ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ýòî îãðàíè÷åíèå íîñèò èñêóññòâåííûé õàðàêòåð. Îäíàêî
áåç ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ îïåðàöèÿ ìèíèìèçàöèè ïåðåñòàåò áûòü ýôôåêòèâ-
íîé îïåðàöèåé, à åå ïðèìåíåíèå ê àëãîðèòìè÷åñêè âû÷èñëèìîé ôóíêöèè
ìîæåò ïðèâåñòè ê àëãîðèòìè÷åñêè íåâû÷èñëèìîé ôóíêöèè.

Íàïîìíèì, ÷òî â � 1 ìû îáîñíîâàëè âû÷èñëèìîñòü ôóíêöèè Ini (1 6
i 6 n), ðàâíîé çíà÷åíèþ ñâîåé i-é ïåðåìåííîé. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôóíê-
öèé Ini (n = 1, 2, . . .) îáîçíà÷èì ÷åðåç I.

Â äàëüíåéøåì âàæíóþ ðîëü áóäåò èãðàòü íàáîð ïðîñòåéøèõ âû÷èñ-
ëèìûõ ôóíêöèé

0, x+ 1, I, (4.7)

ãäå ôóíêöèþ-êîíñòàíòó 0 ìîæíî ñ÷èòàòü çàâèñÿùåé îò îäíîé ïåðåìåí-
íîé. Ââåäåì îäíî èç öåíòðàëüíûõ ïîíÿòèé ýòîé ãëàâû.

Íàçîâåì ôóíêöèþ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíîé, åñëè åå ìîæíî ïîëó÷èòü èç
ôóíêöèé (4.7) ñ ïîìîùüþ (êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðèìåíåíèé) îïåðàöèé ñó-
ïåðïîçèöèè, ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè è ìèíèìèçàöèè. Êëàññ âñåõ ÷àñòè÷-
íî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç F÷ð.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ïî ïîâîäó ââåäåííîãî ïîíÿòèÿ. Ïðåæ-
äå âñåãî, êàê âèäíî èç ñàìîãî íàçâàíèÿ, ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ
ìîæåò áûòü ÷àñòè÷íîé ôóíêöèåé (ñëó÷àé âñþäó îïðåäåëåííîé ôóíê-
öèè, ðàçóìååòñÿ, òàêæå íå èñêëþ÷àåòñÿ). Äàëåå, ìîæåò ñëîæèòüñÿ âïå-
÷àòëåíèå, ÷òî èìåþòñÿ âñþäó îïðåäåëåííûå ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè (òà-
êèå ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíî åñòü, îíè íàçûâàþòñÿ îáùåðåêóðñèâíûìè),
èç êîòîðûõ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè ïîëó÷àþòñÿ ìåõàíè÷åñêèì
¾óäàëåíèåì¿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé. Îäíàêî ýòî íå òàê. ×àñòè÷íî ðåêóð-
ñèâíàÿ ôóíêöèÿ � ýòî åäèíûé îáúåêò, òàêîé, íàïðèìåð, êàê àíàëèòè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ. È ïîëó÷èòü ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ èç ¾áîëåå
ïðîñòûõ¿ âñþäó îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé ¾óäàëåíèåì¿ çíà÷åíèé, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåâîçìîæíî.

Çíà÷åíèå êëàññà F÷ð â ìàòåìàòèêå âîîáùå è â òåîðèè àëãîðèòìîâ â
÷àñòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ òåçèñîì ×¼ð÷à.

Êëàññ àëãîðèòìè÷åñêè âû÷èñëèìûõ (îò íàòóðàëüíûõ àðãóìåíòîâ)
ôóíêöèé ñîâïàäàåò ñ êëàññîì F÷ð.

Äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå êëàññà F÷ð ìû îòëîæèì äî ïîñëåäóþùèõ ïà-
ðàãðàôîâ. À ïîêà óñòàíîâèì îäíî èç âàæíûõ ñîîòíîøåíèé â òåîðèè âû-
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÷èñëèìûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 4.1. Ëþáàÿ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ âû÷èñëèìà íà

ìàøèíå Òüþðèíãà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ êëàññà ÷àñòè÷-
íî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé.

Âû÷èñëèìîñòü èñõîäíûõ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé (4.7) îáñóæ-
äàëàñü â � 1. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè, ïðèìèòèâ-
íîé ðåêóðñèè è ìèíèìèçàöèè ñîõðàíÿþò âû÷èñëèìîñòü ôóíêöèé íà ìà-
øèíàõ Òüþðèíãà.

Èòàê, ïóñòü ôóíêöèè g0, g1, . . . , gm ïðàâèëüíî âû÷èñëèìû íà ìàøè-
íàõ ÒüþðèíãàM0,M1, . . . ,Mm, à ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ïîëó÷àåòñÿ èç
ôóíêöèé g0, g1, . . . , gm ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè (4.3). Áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ìàøèíû M0,M1, . . . ,Mm ðàáîòàþò â àëôàâè-
òå {0, 1}. Ñ ïðèíöèïèàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëèìîñòü ôóíêöèè f

íå âûçûâàåò ñîìíåíèé: äîñòàòî÷íî ïîñëåäîâàòåëüíî ñ ïîìîùüþ ìàøèí
M1, . . . ,Mm âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé g1, . . . , gm (åñëè, êîíå÷íî, âñå
âû÷èñëåíèÿ çàêàí÷èâàþòñÿ) è çàòåì ê ïîëó÷åííîìó íàáîðó çíà÷åíèé
ïðèìåíèòü ìàøèíó ÒüþðèíãàM0. Îäíàêî ïðè ðåàëèçàöèè ýòîãî ïëàíà
âîçíèêàþò òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè, êîòîðûå ìû ïîïûòàåìñÿ îáðèñîâàòü
è ïðåîäîëåòü.

Ïåðâàÿ òðóäíîñòü âîçíèêàåò ñðàçó æå, êàê òîëüêî ìû ïðèñòóïàåì ê
âû÷èñëåíèþ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g1. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè âû÷èñëåíèè çíà-
÷åíèÿ g1(x1, . . . , xn) îñíîâíîé êîä íàáîðà (x1, . . . , xn) áóäåò, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, óòåðÿí. Êàê ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé g2, . . . , gm?

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîé òðóäíîñòè íàì ïðèäåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ äî-
ïîëíèòåëüíûìè ñèìâîëàìè íà ëåíòå. Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî íåñêîëüêî èçìå-
íèì ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé g1, . . . , gm íà ìàøèíàõ M1, . . . ,Mm.
Èìåííî, äîáàâèì ê ñèìâîëàì 0,1 ëåíòî÷íîãî àëôàâèòà ìàøèí M1, . . . ,

Mm íîâûé ñèìâîë 2. Îí áóäåò èãðàòü ðîëü äîïîëíèòåëüíîãî ïóñòîãî
ñèìâîëà, îòìå÷àÿ â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ òå êëåòêè ëåíòû, â êîòîðûõ
õîòÿ áû ðàç ïîáûâàëà ãîëîâêà ìàøèíû Òüþðèíãà è êîòîðûå ñîäåðæàò
ñèìâîë 0.

Â ïðîãðàììå êàæäîé èç ìàøèí ÒüþðèíãàM1, . . . ,Mm çàìåíèì ëþ-
áóþ êîìàíäó âèäà

aqi → 0Dqj

êîìàíäîé
aqi → 2Dqj.
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Ïîñëå ýòîãî ê êàæäîé êîìàíäå âèäà

0qi → bDqj

äîáàâèì ¾äóáëèðóþùóþ¿ êîìàíäó

2qi → bDqj.

Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìàøèíû Òüþðèíãà îáî-
çíà÷èì ÷åðåçM′

1, . . . ,M′
m.

Ïîíÿòíî, ÷òî ìàøèíûM′
1, . . . ,M′

m áóäóò âîñïðèíèìàòü ñèìâîëû 0 è
2 îäèíàêîâî, êàê ðàíüøå âîñïðèíèìàëè ñèìâîë 0 ìàøèíûM1, . . . ,Mm.
Ãëàâíîå îòëè÷èå âû÷èñëåíèé íà ìàøèíàõM′

1, . . . ,M′
m îò àíàëîãè÷íûõ

âû÷èñëåíèé íà ìàøèíàõ M1, . . . ,Mm ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîñëå îêîí-
÷àíèÿ âû÷èñëåíèÿ (åñëè îíî äåéñòâèòåëüíî çàêàí÷èâàåòñÿ) ñèìâîëîì 2
áóäóò îòìå÷åíû âñå êëåòêè ëåíòû, ãäå õîòÿ áû ðàç ïîáûâàëà ãîëîâêà ìà-
øèíû Òüþðèíãà è êîòîðûå â ìîìåíò îêîí÷àíèÿ âû÷èñëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
ïóñòûìè (ò.å. íå ñîäåðæàò ñèìâîë 1). Ýòî ñâîéñòâî âû÷èñëåíèé íà ìà-
øèíàõ M′

1, . . . ,M′
m ïîìîæåò íàì â äàëüíåéøåì ñîçäàòü îñíîâíîé êîä

íàáîðà çíà÷åíèé ôóíêöèé g1, . . . , gm äëÿ ïîñëåäóþùåãî ïðèìåíåíèÿ ìà-
øèíûM0.

Ïðåîáðàçîâàíèå ìàøèíM1, . . . ,Mm â ìàøèíûM′
1, . . . ,M′

m ïîêà íå
ðåøàåò îñíîâíóþ çàäà÷ó: êàê íà îäíîé ëåíòå îðãàíèçîâàòü âû÷èñëåíèå
íåñêîëüêèõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ âû-
÷èñëåíèé. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñëóæàò òàê íàçûâàåìûå äîðîæêè

íà ëåíòå ìàøèíû Òüþðèíãà.
Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî êàæäàÿ êëåòêà ëåíòû ìàøèíû Òüþðèíãà ðàçäå-

ëåíà íà m ¾ýòàæåé¿ òàê, ÷òî íà êàæäîì ¾ýòàæå¿ ìîæíî çàïèñàòü îäèí
èç ñèìâîëîâ 0,1,2. ×àñòè êëåòîê ëåíòû, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó è òîìó
æå ¾ýòàæó¿, îáðàçóþò äîðîæêó. Ââåäåíèå äîðîæåê, ðàçóìååòñÿ, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé âñåãî ëèøü íàãëÿäíûé òåõíè÷åñêèé ïðèåì, ñ ïîìîùüþ
êîòîðîãî óäîáíî îïèñûâàòü ìîäåëèðîâàíèå íåñêîëüêèõ ìàøèí Òüþðèí-
ãà íà îäíîé ëåíòå. Ôîðìàëüíî ïðè ââåäåíèè äîðîæåê ìû ïåðåõîäèì îò
àëôàâèòà {0, 1, 2}, â êîòîðîì ðàáîòàþò ìàøèíû M′

1, . . . ,M′
m, ê àëôà-

âèòó B, ñîñòîÿùåìó èç 3m áóêâ. Ýòè áóêâû ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå â
âèäå íàáîðîâ (b1, . . . , bm) äëèíû m, ãäå êàæäàÿ êîìïîíåíòà bi åñòü áóêâà
àëôàâèòà {0, 1, 2}. Êîìïîíåíòû bi áóêâ (b1, . . . , bi, . . . , bm) êàê ðàç çàïè-
ñûâàþòñÿ íà i-é äîðîæêå ëåíòû.

Èìåÿ òåïåðü m äîðîæåê íà ëåíòå (èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, àëôàâèò
B èç 3m áóêâ), íåòðóäíî îðãàíèçîâàòü ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû-
÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé g1, . . . , gm. Ñíà÷àëà îñíîâíîé êîä íàáîðà
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(x1, . . . , xn) ïåðåâîäèì íà âñå m äîðîæåê. Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ñèìâîëàì 0 è 1 èñõîäíîãî àëôàâèòà îòâå÷àþò áóêâû (0, . . . , 0) è (1, . . . , 1)
àëôàâèòà B. Çàòåì íà ïåðâîé äîðîæêå ¾çàïóñêàåì¿ ìàøèíó M′

1. Îíà
âîñïðèíèìàåò òîëüêî ñèìâîëû, çàïèñàííûå íà ïåðâîé äîðîæêå, ïîëíî-
ñòüþ èãíîðèðóÿ âñå, ÷òî çàïèñàíî íà îñòàëüíûõ m − 1 äîðîæêàõ. Åñëè
ìàøèíàM′

1 çàêàí÷èâàåò âû÷èñëåíèå, çàïóñêàåì ìàøèíóM′
2 íà âòîðîé

äîðîæêå. Âîò çäåñü íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñèìâîëû 2, êîòîðûå ðàññòàâëÿåò
ìàøèíà M′

1 íà ïåðâîé äîðîæêå. Ñ èõ ïîìîùüþ (à òàêæå ñ ïîìîùüþ
ñèìâîëîâ 1) ìû îòûñêèâàåì íà÷àëî îñíîâíîãî êîäà íà âòîðîé äîðîæ-
êå � äîñòàòî÷íî ïîñåòèòü ëèøü òå êëåòêè, ó êîòîðûõ ïåðâàÿ äîðîæêà
ñîäåðæèò ñèìâîëû 1 èëè 2. Åñëè ìàøèíà M′

2 çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, òî
çàïóñêàåì ìàøèíóM′

3 íà òðåòüåé äîðîæêå, è ò.ä.
Åñëè çíà÷åíèÿ âñåõ ôóíêöèé g1, . . . , gm îïðåäåëåíû, òî â ðåçóëüòàòå

îïèñàííîãî ïðîöåññà ìîäåëèðîâàíèÿ ìàøèíM′
1, . . . ,M′

m íàm äîðîæêàõ
ëåíòû áóäóò çàïèñàíû â îñíîâíîì êîäå çíà÷åíèÿ

g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn). (4.8)

Òåïåðü íåîáõîäèìî ¾âûðîâíÿòü¿ ýòè çàïèñè, ò.å. ðàñïîëîæèòü èõ íà ñîîò-
âåòñòâóþùèõ äîðîæêàõ òàê, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíê-
öèé g1, . . . , gm âûãëÿäåëà êàê îñíîâíîé êîä íàáîðà (4.8). Çäåñü íàì âíîâü
ïîíàäîáÿòñÿ ñèìâîëû 2, êîòîðûå ìîãóò íàõîäèòüñÿ íà ëþáîé èç äîðîæåê.
Îíè óïðîñòÿò ïðîöåññ ¾âûðàâíèâàíèÿ¿ çàïèñåé íà äîðîæêàõ, ïîçâîëÿÿ
îïðåäåëèòü ïîòåíöèàëüíûå ãðàíèöû ýòèõ çàïèñåé.

Îñòàåòñÿ ñîâñåì íåìíîãî äëÿ çàâåðøåíèÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíê-
öèé g1, . . . , gm. Ñëåäóåò òîëüêî âûïîëíèòü îáðàòíûé ïåðåõîä èç àëôàâèòà
B â àëôàâèò {0, 1}, ò.å. ñôîðìèðîâàòü íà ëåíòå îñíîâíîé êîä íàáîðà (4.8).
Çàâåðøàþùèé ýòàï âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ê ïîëó÷åííîìó îñíîâíîìó êîäó íàáîðà (4.8) ïðèìåíÿåòñÿ ìàøèíà Òüþ-
ðèíãàM0.

Ïîäðîáíî îïèñàííûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè f íà ìàøèíå
Òüþðèíãà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ýòó ìàøèíó Òüþðèíãà â âèäå êîìïîçè-
öèè áîëåå ïðîñòûõ ìàøèí Òüþðèíãà, âêëþ÷àþùèõ, â ÷àñòíîñòè, ìàøèíû
M0,M′

1, . . . ,M′
m.

Ïåðåéäåì ê îïåðàöèè ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè. Ïóñòü ôóíêöèè g è
h ïðàâèëüíî âû÷èñëèìû íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà M0,M1, à ôóíêöèÿ
f(x1, . . . , xn) ïîëó÷àåòñÿ èç ôóíêöèé g, h ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ïðèìèòèâ-
íîé ðåêóðñèè (4.5). Êàê è â ñëó÷àå îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè, ââåäåì â ëåí-
òî÷íûé àëôàâèò ìàøèíM0,M1 ñèìâîë 2, ÷òîáû îòìå÷àòü ïóñòûå êëåò-
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êè, â êîòîðûõ â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ ïîáûâàëè ãîëîâêè ìàøèíM0,M1.
Ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ìîäèôèöèðîâàííûå ìàøèíû Òüþðèíãà îáî-
çíà÷èì ÷åðåçM′

0 èM′
1.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè f íàì ïîíàäîáÿòñÿ òðè äîðîæêè íà ëåíòå.
Íà ïåðâîé äîðîæêå áóäåò ïîñòîÿííî íàõîäèòüñÿ èñõîäíûé íàáîð çíà÷å-
íèé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, íà âòîðîé äîðîæêå � ¾òåêóùåå¿ çíà÷åíèå
ïîñëåäíåé ïåðåìåííîé (ïî êîòîðîé âåäåòñÿ ðåêóðñèÿ), à íà òðåòüåé äî-
ðîæêå áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé g è h. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì äîðîæåê ïåðâîå äåéñòâèå ìàøèíû Òüþðèíãà, âû÷èñëÿþ-
ùåé ôóíêöèþ f , áóäåò ñîñòîÿòü â ïåðåïèñûâàíèè îñíîâíîãî êîäà íàáîðà
(x1, . . . , xn) íà ïåðâóþ äîðîæêó è ñîçäàíèè îñíîâíîãî êîäà ÷èñëà 0 íà
âòîðîé äîðîæêå. Òðåòüþ äîðîæêó ïîêà îñòàâëÿåì ïóñòîé.

Âòîðîé ýòàï âû÷èñëåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåíîñå ñ ïåðâîé äîðîæêè íà
òðåòüþ ÷èñåë x1, . . . , xn−1, ôîðìèðîâàíèè íà òðåòüåé äîðîæêå îñíîâíîãî
êîäà íàáîðà (x1, . . . , xn−1) è ïðèìåíåíèè ê ýòîìó êîäó ìàøèíûM′

0. Âñå
äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ ïî âû÷èñëåíèþ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f áóäóò ñîäåð-
æàòüñÿ â öèêëå.

Èòàê, ñðàâíèâàåì ÷èñëî, çàïèñàííîå íà âòîðîé äîðîæêå, ñ ÷èñëîì xn,
èìåþùèìñÿ íà ïåðâîé äîðîæêå. Åñëè ýòè ÷èñëà ðàâíû, òî íà òðåòüåé
äîðîæêå ïðåäñòàâëåíî â îñíîâíîì êîäå èñêîìîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f è
íàì íåîáõîäèìî ëèøü óáðàòü äîðîæêè è ïîëó÷èòü îñíîâíîé êîä ðåçóëü-
òàòà âû÷èñëåíèé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïóñòü íà âòîðîé è òðåòüåé äî-
ðîæêàõ çàïèñàíû â îñíîâíîì êîäå ÷èñëà y è z. Äîáàâèì 1 ê ÷èñëó y

íà âòîðîé äîðîæêå, îáðàçóåì íà òðåòüåé äîðîæêå îñíîâíîé êîä íàáîðà
(x1, . . . , xn−1, y, z) è ïðèìåíèì ê ýòîìó íàáîðó ìàøèíóM′

1. Ïîñëå ýòîãî
âåðíåìñÿ ê íà÷àëó öèêëà.

Îïåðàöèÿ ìèíèìèçàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè àíà-
ëîãè÷íî îïåðàöèè ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè. Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ-
ñóæäåíèÿ ìû îïóñêàåì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

8. Îïèñàòü ïîäðîáíî ðàáîòó ìàøèíû Òüþðèíãà, êîòîðàÿ îñóùåñòâëÿ-
åò ïðèìåíåíèå îïåðàöèè ìèíèìèçàöèè (4.6) ê ôóíêöèè g.

� 5. Óíèâåðñàëüíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà

Óíèâåðñàëüíîñòü � ÿâëåíèå, õàðàêòåðíîå äëÿ òåîðèè àëãîðèòìîâ. Áîëü-
øèíñòâî ñàìûõ èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè àëãîðèòìîâ òàê èëè èíà÷å
ñâÿçàíû ñ óíèâåðñàëüíîñòüþ.
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Ïîíÿòèå óíèâåðñàëüíîñòè ïðîùå âñåãî îáúÿñíèòü íà ïðèìåðå ôóíê-
öèé îäíîé ïåðåìåííîé. Ïóñòü f0(x), f1(x), . . .� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíê-
öèé, çàäàííûõ íà N . Ýòî ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûå
ôóíêöèè, íî ìîãóò áûòü è âñþäó îïðåäåëåííûå íåâû÷èñëèìûå ôóíêöèè.

Ôóíêöèÿ U(n, x) íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíîé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ôóíêöèé f0, f1, . . ., åñëè âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ:
âî-ïåðâûõ, äëÿ ëþáîãî n èç N ôóíêöèÿ U(n, x) êàê ôóíêöèÿ îò x

ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé fm(x);
âî-âòîðûõ, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè fm(x) íàéäåòñÿ òàêîå n (èõ ìîæåò

áûòü è íåñêîëüêî), ÷òî ôóíêöèÿ U(n, x) êàê ôóíêöèÿ îò x ñîâïàäàåò ñ
ôóíêöèåé fm(x).

Ýòî îïðåäåëåíèå óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè ìîæíî âûðàçèòü íåñêîëü-
êî èíà÷å, åñëè ñêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé {U(0, x), U(1, x), . . .}
ñîâïàäàåò ñ ñîâîêóïíîñòüþ {f0(x), f1(x), . . .} (ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè U(0, x), U(1, x), . . . ôóíêöèè f0(x), f1(x), . . . ðàñïî-
ëàãàþòñÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå è, âîçìîæíî, ñ ïîâòîðåíèÿìè).

Ïîíÿòèå óíèâåðñàëüíîé ìàøèíû Òüþðèíãà ìîæíî ñ÷èòàòü âàðèàíòîì
ïîíÿòèÿ óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè. Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ìà-
øèíàìè Òüþðèíãà, èìåþùèìè ëåíòî÷íûé àëôàâèò {0, 1}.

Íàçîâåì ìàøèíó Òüþðèíãà U óíèâåðñàëüíîé, åñëè îíà âû÷èñëÿåò
ôóíêöèþ U(n, x), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé, âû÷èñëèìûõ íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà ñ
ëåíòî÷íûì àëôàâèòîì {0, 1}.
Òåîðåìà 4.2. Óíèâåðñàëüíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì, êàê ìîæíî ïîñòðîèòü óíè-
âåðñàëüíóþ ìàøèíó Òüþðèíãà. Ê ñîæàëåíèþ, íàì íå óäàñòñÿ âûïèñàòü
ïðîãðàììó óíèâåðñàëüíîé ìàøèíû Òüþðèíãà (â ïðåäëàãàåìîì ñïîñîáå
ïîñòðîåíèÿ îíà áóäåò ñîäåðæàòü áîëåå ñîòíè êîìàíä), îäíàêî ïðèíöèïû
åå óñòðîéñòâà äîâîëüíî ïðîñòû è ìû ïîñòàðàåìñÿ èõ èçëîæèòü.

Ïðåæäå âñåãî, ìû õîòèì çàíóìåðîâàòü âñå ìàøèíû Òüþðèíãà, ðàáî-
òàþùèå â àëôàâèòå {0, 1}, ò.å. ñîïîñòàâèòü êàæäîé ìàøèíå Òüþðèíãà
íåêîòîðîå ÷èñëî èç N . Ïðè ýòîì ñïîñîá íóìåðàöèè äîëæåí áûòü òàêèì,
÷òîáû ïî íîìåðó ìàøèíû Òüþðèíãà ìîæíî áûëî áû (òîæå íà ìàøèíå
Òüþðèíãà) îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü åå ïðîãðàììó.

Ñíà÷àëà çàêîäèðóåì êîìàíäû ìàøèí Òüþðèíãà. Êîìàíäå (4.1) ñîïî-
ñòàâèì ñëîâî â àëôàâèòå {0, 1, 2}, èìåþùåå âèä

2ai2d(j)2al2d(D)2d(s)2, (4.9)
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ãäå d(m) � äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà m è d(L) = 0, d(R) = 1,
d(S) = 01.

Åñëè ïðîãðàììà ìàøèíû Òüþðèíãà M èìååò p êîìàíä è èì óæå
ñîïîñòàâëåíû ñëîâà w1, . . . , wp âèäà (4.9) â àëôàâèòå {0, 1, 2}, òî âñåé
ïðîãðàììå ìàøèíûM ñîïîñòàâèì ñëîâî â àëôàâèòå {0, 1, 2, 3}, êîòîðîå
èìååò âèä

w13w23 . . . 3wp (4.10)

(ïîðÿäîê ñëîâ w1, . . . , wp â ñëîâå (4.10) ðîëè íå èãðàåò). Íîìåðîì ìà-
øèíû M òåïåðü áóäåì ñ÷èòàòü ÷èñëî, èìåþùåå ïðåäñòàâëåíèå (4.10) â
÷åòâåðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

Ïîíÿòíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå êàæäàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà ïîëó÷èò íåêîòî-
ðûé íîìåð (è äàæå íåñêîëüêî íîìåðîâ, ïîñêîëüêó ñëîâà w1, . . . , wp â ñëî-
âå (4.10) ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü). Ïðè ýòîì ïî íîìåðó ìàøèíû Òüþðèíãà
ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî âîññòàíîâèòü ïðîãðàììó ìàøèíû: äîñòàòî÷íî ëèøü
ïðåäñòàâèòü ýòîò íîìåð â ÷åòâåðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Îòìåòèì åùå,
÷òî äàëåêî íå êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî áóäåò ÿâëÿòüñÿ íîìåðîì íåêî-
òîðîé ìàøèíû Òüþðèíãà. Îäíàêî, ïîëüçóÿñü àëãîðèòìîì êîäèðîâàíèÿ
ìàøèí Òüþðèíãà, íå ñîñòàâëÿåò îñîáîãî òðóäà ïðîàíàëèçèðîâàòü ÷åò-
âåðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà è âûÿñíèòü, îïðåäåëÿåò ëè
îíî ïðîãðàììó ìàøèíû Òüþðèíãà.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ óíèâåðñàëüíîé ìàøèíû Òüþðèíãà U .
Ñîáñòâåííî, ìû ïðîâåäåì ëèøü îïèñàíèå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ óíèâåð-
ñàëüíîé ìàøèíû U . Äåòàëè ïîñòðîåíèÿ ïðîãðàìì äëÿ îòäåëüíûõ ÷àñòåé
ìàøèíû U ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.

Èòàê, ïóñòü íà ëåíòå ìàøèíû U â îñíîâíîì êîäå ïðåäñòàâëåíà ïà-
ðà ÷èñåë n, x. Êàê è â � 4, âûäåëèì íà ëåíòå ìàøèíû U òðè äîðîæêè.
Ïåðâàÿ äîðîæêà áóäåò ñëóæèòü äëÿ çàïèñè ïðîãðàììû ìàøèíû Òüþ-
ðèíãà, èìåþùåé íîìåð n (îáîçíà÷èì ýòó ìàøèíó ÷åðåçMn). Íà âòîðîé
äîðîæêå áóäåò õðàíèòüñÿ äâîè÷íûé íîìåð ¾òåêóùåãî¿ ñîñòîÿíèÿ ìàøè-
íûMn. À íà òðåòüåé äîðîæêå áóäåò ñîáñòâåííî ìîäåëèðîâàòüñÿ ïðîöåññ
ïðèìåíåíèÿ ìàøèíûMn ê àðãóìåíòó x.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì ðîëè äîðîæåê ìàøèíà U ïðåæäå
âñåãî ïåðåíîñèò ÷èñëî n íà ïåðâóþ äîðîæêó è ñîçäàåò íà íåé ÷åòâåðè÷-
íóþ çàïèñü n (ïðè ýòîì ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ¾øêîëüíûì¿ àëãîðèòìîì
äåëåíèÿ íà 4 ñ îñòàòêîì). Íà âòîðóþ äîðîæêó ìàøèíà U çàïèñûâàåò
÷èñëî 1, à íà òðåòüþ � ÷èñëî x â îñíîâíîì êîäå. Êðîìå òîãî, íà òðåòüåé
äîðîæêå îñîáûì ñèìâîëîì (ìåòêîé) ïîìå÷àåòñÿ òà êëåòêà, êîòîðóþ â
äàííûé ìîìåíò âðåìåíè îáîçðåâàåò ãîëîâêà ìîäåëèðóåìîé ìàøèíûMn.
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Èñïîëüçóÿ ñòðóêòóðó ïðåäñòàâëåíèé (4.9),(4.10), ìàøèíà U íà ïåðâîé
äîðîæêå ïðîâåðÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè ÷åòâåðè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà n íîìåðîì
íåêîòîðîé ìàøèíû Òüþðèíãà. Åñëè íåò, òî ìàøèíà U ðåàëèçóåò êàêóþ-
ëèáî ïðîñòóþ ôóíêöèþ (íàïðèìåð, êîíñòàíòó 0).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ïåðâîé äîðîæêå äåéñòâèòåëüíî çàïèñàí êîä ìà-
øèíû ÒüþðèíãàMn. Â ýòîì ñëó÷àå ìàøèíà U øàã çà øàãîì ìîäåëèðóåò
ïðîöåññ ïðèìåíåíèÿ ìàøèíû Mn ê àðãóìåíòó x. Äëÿ ýòîãî ñ òðåòüåé
äîðîæêè ñ÷èòûâàåòñÿ ñèìâîë ai, êîòîðûé â äàííûé (ìîäåëèðóåìûé) ìî-
ìåíò âðåìåíè îáîçðåâàåò ãîëîâêà ìàøèíûMn. Çàòåì ìàøèíà U ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàåò êîä ìàøèíûMn, ïðåäñòàâëåííûé íà ïåðâîé
äîðîæêå, è ðàçûñêèâàåò â íåì ñëîâî (4.9), ãäå j � íîìåð ¾òåêóùåãî¿ ñî-
ñòîÿíèÿ ìàøèíûMn, çàïèñàííûé íà âòîðîé äîðîæêå. Íàéäÿ ýòî ñëîâî,
ìàøèíà U îñóùåñòâëÿåò ïðåîáðàçîâàíèÿ íà âòîðîé è òðåòüåé äîðîæêàõ
ëåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå òðîéêå (al, D, s). Èìåííî, íà âòîðîé äîðîæêå
äâîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà j çàìåíÿåòñÿ äâîè÷íîé çàïèñüþ ÷èñëà s, à íà
òðåòüåé äîðîæêå îáîçðåâàåìûé ìàøèíîéMn ñèìâîë ai çàìåíÿåòñÿ ñèì-
âîëîì al è ñäâèãàåòñÿ ìåòêà, óêàçûâàþùàÿ ïîëîæåíèå ãîëîâêè ìàøèíû
Mn íà ëåíòå. Äàëåå ìàøèíà U ïåðåõîäèò ê ìîäåëèðîâàíèþ ñëåäóþùåãî
øàãà ðàáîòû ìàøèíûMn.

Åñëè ìàøèíàMn çàêàí÷èâàåò ðàáîòó íàä àðãóìåíòîì x, òî ìàøèíà U
ïðåîáðàçóåò ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé ìàøèíûMn, ïîëó÷åííûé íà òðåòüåé
äîðîæêå, â îñíîâíîé êîä. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàøèíà U , êàê è ìàøèíà
Mn, ðàáîòàåò íåîãðàíè÷åííî äîëãî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Êàê ìû îòìå÷àëè âûøå, ñóùåñòâîâàíèå óíèâåðñàëüíîé ìàøèíû Òüþ-
ðèíãà U ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ âû÷èñëèìîé ôóíêöèè U(n, x), óíè-
âåðñàëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.
Â ñâîþ î÷åðåäü èç ïîñëåäíåãî ôàêòà âûòåêàåò ðÿä ñëåäñòâèé, ñîñòàâëÿ-
þùèõ ÿäðî òåîðèè àëãîðèòìîâ. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èç íèõ.

Ðàññìîòðèì ïðåæäå âñåãî ¾äèàãîíàëüíóþ¿ ôóíêöèþ U(x, x)+1. Î÷å-
âèäíî, ÷òî îíà âû÷èñëèìà. Çíà÷èò, äëÿ íåêîòîðîãî n è âñåõ x äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

U(n, x) = U(x, x) + 1.

Ïîäñòàâëÿÿ â íåãî âìåñòî x ÷èñëî n, ïîëó÷èì ¾ïðîòèâîðå÷èâîå¿ ðàâåí-
ñòâî

U(n, n) = U(n, n) + 1. (4.11)

Îäíàêî ïðîòèâîðå÷èÿ çäåñü íåò. Ðàâåíñòâî (4.11) ïîêàçûâàåò ëèøü, ÷òî
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çíà÷åíèå U(n, n) íå îïðåäåëåíî (èç ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè U ëåãêî ïîíÿòü,
÷òî ôóíêöèÿ U ÷àñòè÷íàÿ).

Òàêèì îáðàçîì, èìåÿ óíèâåðñàëüíóþ âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ U , ìû
ìîæåò òî÷íî óêàçàòü íàáîð (èìåííî íàáîð (n, n), ãäå n åñòü íîìåð ôóíê-
öèè U(x, x) + 1 â íóìåðàöèè ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé, äàâàåìîé
ôóíêöèåé U), íà êîòîðîì ôóíêöèÿ U çàâåäîìî íå îïðåäåëåíà. Èòàê,
ôóíêöèÿ U(x, x) + 1 âû÷èñëèìà è íå âñþäó îïðåäåëåíà.

Îäíàêî áûâàþò òàêèå âû÷èñëèìûå íå âñþäó îïðåäåëåííûå ôóíêöèè
(íàïðèìåð ôóíêöèÿ [log2 x]), êîòîðûå ëåãêî äîîïðåäåëÿþòñÿ äî âñþäó
îïðåäåëåííûõ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé. Ôóíêöèÿ U(x, x) + 1 ýòèì ñâîé-
ñòâîì íå îáëàäàåò.

Ñëåäñòâèå 1. Íå ñóùåñòâóåò òàêîé âñþäó îïðåäåëåííîé âû÷èñëè-

ìîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé U(x, x) + 1 íà âñåé åå

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ V (x)
ñóùåñòâóåò. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî n è âñåõ x âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

V (x) = U(n, x). (4.12)

Â ÷àñòíîñòè, îíî âåðíî ïðè x = n. Îäíàêî ôóíêöèÿ V ïî ïðåäïîëîæå-
íèþ âñþäó îïðåäåëåíà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äàííîãî n çíà÷åíèå U(n, n)
îïðåäåëåíî è ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì

V (n) = U(n, n) + 1.

Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è ñëåäñòâèå
äîêàçàíî.

Ìîæåò ñëîæèòüñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî ôóíêöèþ U(x, x) + 1 íåëüçÿ äî-
îïðåäåëèòü äî âñþäó îïðåäåëåííîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè âñëåäñòâèå òî-
ãî, ÷òî îíà ¾íåïðåäñêàçóåìûì îáðàçîì¿ ïðèíèìàåò ¾î÷åíü áîëüøèå¿ è
¾î÷åíü ìàëûå¿ çíà÷åíèÿ. Â ñëåäñòâèè 2 ìû ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèþ,
êîòîðàÿ ïðèíèìàåò ëèøü çíà÷åíèÿ 0 è 1.

Ñëåäñòâèå 2. Íå ñóùåñòâóåò òàêîé âñþäó îïðåäåëåííîé âû÷èñëè-

ìîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äîîïðåäåëåíèåì ôóíêöèè sg(U(x, x)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ V (x) ñóùåñòâó-
åò. Âíîâü âûáèðàåì òàêîå ÷èñëî n, ÷òî äëÿ âñåõ x âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
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(4.12). Ïîñêîëüêó V � âñþäó îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ, ïðè x = n ïîëó÷à-
åì èç íåãî íåâîçìîæíîå ðàâåíñòâî

U(n, n) = sg(U(n, n)).

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
È åùå îäèí èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò ñâÿçàí ñ ôóíêöèåé U . Ðàññìîòðèì

ìíîæåñòâîM âñåõ òåõ ÷èñåë n, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ U(n, x) êàê ôóíê-
öèÿ îò x âñþäó îïðåäåëåíà. Ñóùåñòâóåò ëè ¾ïåðåñ÷åò¿ (âîçìîæíî, ñ ïî-
âòîðåíèÿìè) ìíîæåñòâà M ñ ïîìîùüþ êàêîé-ëèáî âñþäó îïðåäåëåííîé
âû÷èñëèìîé ôóíêöèè? Îêàçûâàåòñÿ, íåò.

Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêàÿ âñþäó îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ
f(x) ñóùåñòâóåò. Ðàññìîòðèì âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ

V (x) = U(f(x), x) + 1. (4.13)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò ëèøü çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâàM , ôóíê-
öèÿ V áóäåò âñþäó îïðåäåëåííîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèåé. Ïîêàæåì, ÷òî
îíà îòëè÷àåòñÿ îò ëþáîé âñþäó îïðåäåëåííîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè g(x).
Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè íàéäåòñÿ
òàêîå n, ÷òî äëÿ âñåõ x âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

g(x) = U(n, x).

Ïóñòü ÷èñëî m òàêîâî, ÷òî f(m) = n. Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (4.13) ñëå-
äóåò, ÷òî ôóíêöèÿ V îòëè÷àåòñÿ îò ôóíêöèè g â òî÷êå x = m. Ïîëó÷è-
ëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî M íåâîçìîæíî ïåðå÷èñëèòü âñþäó
îïðåäåëåííîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèåé.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

9. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ èìååò â íóìåðàöèè U
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íîìåðîâ.
10. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ U(x, 2x) íå èìååò âñþäó îïðåäåëåííîãî

âû÷èñëèìîãî äîîïðåäåëåíèÿ.
11. ÏóñòüM åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òåõ n, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ U(n, x)

êàê ôóíêöèÿ îò x îïðåäåëåíà õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå. Äîêàçàòü, ÷òî ìíî-
æåñòâî M ìîæíî ïåðå÷èñëèòü ïîäõîäÿùåé âñþäó îïðåäåëåííîé âû÷èñ-
ëèìîé ôóíêöèåé.
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� 6. Êëàññû P è NP

Ïóñòü A,B � êîíå÷íûå àëôàâèòû, f � ôóíêöèÿ âèäà A∗ → B∗, T (n)
� ôóíêöèÿ âèäà N → N . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f âû÷èñëèìà

çà âðåìÿ T (n), åñëè ñóùåñòâóåò ìàøèíà ÒüþðèíãàM (àëôàâèò ìàøèíû
M âêëþ÷àåò àëôàâèòû A è B), êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f è ïðè
ýòîì äëÿ ëþáîãî ñëîâà ā ∈ A∗ äëèíû n âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ
f(ā) íà ìàøèíå M (ò.å. ÷èñëî øàãîâ, êîòîðîå ìàøèíà M çàòðà÷èâàåò
íà ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòà f(ā)) íå ïðåâîñõîäèò T (n).

Ãîâîðèì, ÷òî ôóíêöèÿ f âû÷èñëèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (èëè
ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìà), åñëè ñóùåñòâóþò ìàøèíà Òüþðèíãà M è
ïîëèíîì p(n) ñ íàòóðàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, òàêèå, ÷òî ìàøèíàM
âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f çà âðåìÿ p(n).

Â ýòîì è ñëåäóþùåì ïàðàãðàôàõ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ ìíîæåñòâ (ÿçûêîâ) L ⊆ A∗, ïîä êîòîðûìè áóäåì ïîíèìàòü
çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé fL : A∗ → {0, 1}, ãäå
ïðè ëþáîì ā èç A∗

ā ∈ L⇔ fL(ā) = 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíê-
öèè êîòîðûõ âû÷èñëèìû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (ïîëèíîìèàëüíî ðàñ-
ïîçíàâàåìûå ìíîæåñòâà).

Ïóñòü L1 ⊆ A∗ è L2 ⊆ B∗. Ãîâîðèì, ÷òî ìíîæåñòâî L1 ïîëèíîìèàëüíî

ñâîäèòñÿ (èëè P-ñâîäèòñÿ) ê ìíîæåñòâó L2, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìè-
àëüíî âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f : A∗ → B∗, òàêàÿ, ÷òî

(∀ā)(ā ∈ L1 ⇔ f(ā) ∈ L2).

Îòìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè ðåôëåêñèâíî è
òðàíçèòèâíî.

Óòâåðæäåíèå 4.1. Åñëè ìíîæåñòâî L1 ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê

ìíîæåñòâó L2 è L2 ∈ P, òî L1 ∈ P.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f1 îñóùåñòâëÿåò ïîëèíîìèàëüíîå

ñâåäåíèå ìíîæåñòâà L1 ê ìíîæåñòâó L2, à f2 � ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëè-
ìàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà L2. Èç îïðåäåëåíèé ñëåäó-
åò, ÷òî f2(f1(x)) åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà L1. Îñòà-
åòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f2(f1(x)) ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìà. Îä-
íàêî åñëè ìàøèíà ÒüþðèíãàM1 âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f1 çà âðåìÿ p1(n),
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à ìàøèíà ÒüþðèíãàM2 � ôóíêöèþ f2 çà âðåìÿ p2(n), ãäå p1, p2 � ïî-
ëèíîìû, òî êîìïîçèöèÿ M2(M1) áóäåò âû÷èñëÿòü ôóíêöèþ f2(f1) çà
âðåìÿ p1(n) + p2(n+ p1(n)). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êëàññà NP íàì ïîíàäîáèòñÿ ââåñòè ïîíÿòèå íåäåòåð-
ìèíèðîâàííîé ìàøèíû Òüþðèíãà. Ñ íåäåòåðìèíèðîâàííûìè êîíå÷íûìè
àâòîìàòàìè ìû óæå âñòðå÷àëèñü â ãëàâå 2. Â íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ìà-
øèíàõ Òüþðèíãà (ñîêðàùåííî ÍÌÒ) ïðîèñõîäèò äàëüíåéøåå ðàçâèòèå
èäåè ¾íåäåòåðìèíèçìà¿, çàëîæåííîé â ïîíÿòèè íåäåòåðìèíèðîâàííîãî
êîíå÷íîãî àâòîìàòà.

Òàê æå, êàê íåäåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò, ÍÌÒ íà êàæ-
äîì øàãå ðàáîòû ìîæåò âûáðàòü íåñêîëüêî (íî êîíå÷íîå ÷èñëî) âàðèàí-
òîâ ïðîäîëæåíèÿ âû÷èñëåíèÿ. Îäíàêî â îòëè÷èå îò êîíå÷íîãî àâòîìàòà
ÍÌÒ ñïîñîáíà íå òîëüêî ïåðåõîäèòü â ðàçëè÷íûå ñîñòîÿíèÿ, íî òàê-
æå ñîâåðøàòü ðàçëè÷íûå çàìåíû îáîçðåâàåìîãî ñèìâîëà è âûïîëíÿòü
ðàçëè÷íûå äâèæåíèÿ ãîëîâêîé íà ëåíòå. Èíûìè ñëîâàìè, â êàæäûé ìî-
ìåíò âðåìåíè ÍÌÒ ìîæåò ïî-ðàçíîìó ïðåîáðàçîâûâàòü êàê ñâîþ âíóò-
ðåííþþ ïàìÿòü (âíóòðåííèå ñîñòîÿíèÿ), òàê è âíåøíþþ ïàìÿòü (ñîäåð-
æèìîå ëåíòû è ïîëîæåíèå ãîëîâêè íà íåé). Ðàçóìååòñÿ, ýòà âîçìîæíîñòü
÷èñòî âèðòóàëüíàÿ, è ðåàëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå óñòðîéñòâà òàêèìè âîç-
ìîæíîñòÿìè íå îáëàäàþò. Ñòîèò åùå îòìåòèòü, ÷òî âû÷èñëÿòü ôóíêöèè
íà ÍÌÒ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ. Òàê æå, êàê äëÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ
êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, çäåñü ìîæíî ãîâîðèòü ëèøü î ìíîæåñòâàõ ñëîâ,
äîïóñêàåìûõ (ðàñïîçíàâàåìûõ) ÍÌÒ.

Ïåðåéäåì ê áîëåå ôîðìàëüíîìó îïðåäåëåíèþ íåäåòåðìèíèðîâàííîé
ìàøèíû Òüþðèíãà. Êàê è îáû÷íàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà, ÍÌÒ M èìå-
åò áåñêîíå÷íóþ ëåíòó, ðàçáèòóþ íà êëåòêè, ãîëîâêó, ñïîñîáíóþ ïåðå-
ìåùàòüñÿ ïî ëåíòå è ÷èòàòü íàïèñàííûå íà íåé ñèìâîëû, è óïðàâëÿþ-
ùåå óñòðîéñòâî. Ìû ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ A = {a0, a1, . . . , ak} è Q =
{q0, q1, . . . , qr} çà ëåíòî÷íûì àëôàâèòîì ìàøèíû è ìíîæåñòâîì åå (âíóò-
ðåííèõ) ñîñòîÿíèé. Â îòëè÷èå îò (äåòåðìèíèðîâàííîé) ìàøèíû Òüþðèí-
ãà ìàøèíàM ìîæåò èìåòü â ñâîåé ïðîãðàììå íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ êî-
ìàíä (4.1) ñ îäèíàêîâûìè ëåâûìè ÷àñòÿìè aiqj. Êàê æå ¾âû÷èñëÿåò¿
ìàøèíàM?

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íà ëåíòó ìàøèíû çàïèñûâàåòñÿ ñëî-
âî ā â àëôàâèòå {a1, . . . , ak}, ìàøèíà óñòàíàâëèâàåòñÿ â ñîñòîÿíèå q1, à
åå ãîëîâêà � íà ïåðâûé ñèìâîë ñëîâà ā. Äàëåå ¾âûïîëíÿåòñÿ¿ îäíà èç
ïîäõîäÿùèõ êîìàíä (4.1). Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè
ïîòåíöèàëüíî ìîæåò âîçíèêíóòü îäíà èç êîíôèãóðàöèé (ñëîâî íà ëåíòå,
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ïîëîæåíèå ãîëîâêè íà ñëîâå è ñîñòîÿíèå ìàøèíû), îïðåäåëÿåìûõ ïðà-
âûìè ÷àñòÿìè êîìàíä (4.1). Ìû íå ìîæåì ñêàçàòü òî÷íî, êàêàÿ èìåííî
êîíôèãóðàöèÿ áóäåò ðåàëèçîâàíà â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè, íî âûíóæ-
äåíû ðàññìàòðèâàòü èõ âñå ¾îäíîâðåìåííî¿. Åñëè ìû âûáåðåì îäíó èç
òàêèõ êîíôèãóðàöèé K, òî íà ñëåäóþùåì øàãå ïðèäåì òî÷íî â òàêîå æå
ïîëîæåíèå: ê êîíôèãóðàöèè K ìîæíî áóäåò ïðèìåíèòü, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåñêîëüêî êîìàíä (4.1), ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé ïîÿâëåíèå íåñêîëüêèõ íîâûõ
êîíôèãóðàöèé, è ò.ä.

Èíîãäà ïðîöåññ ïðèìåíåíèÿ ìàøèíû M ê ñëîâó èëëþñòðèðóþò òà-
êèì îáðàçîì. Ñ÷èòàþò, ÷òî â òîò ìîìåíò, êîãäà ìàøèíåM íåîáõîäèìî
ïðèìåíèòü îäíó èç íåñêîëüêèõ âîçìîæíûõ êîìàíä, äëÿ êàæäîé èç òàêèõ
êîìàíä âîçíèêàåò ñâîÿ êîïèÿ ìàøèíûM, êîòîðàÿ ïðîäîëæàåò ðàáîòàòü
äàëåå ïîäîáíî èñõîäíîé ìàøèíåM. Ïîíÿòíî, ÷òî òàêîå ¾ðàçìíîæåíèå¿
ìàøèí Òüþðèíãà ïðèâîäèò, âîîáùå ãîâîðÿ, ê íåîãðàíè÷åííîìó ðîñòó
÷èñëà êîïèé ìàøèíû M. Îäíàêî íåêîòîðîå ïðåèìóùåñòâî ýòîé ìîäå-
ëè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ ¾ïðèñóòñòâèå¿ ìàøèíû M â ëþáîé
ìîìåíò âðåìåíè è â êàæäîé âîçìîæíîé êîíôèãóðàöèè.

Èç ïðèâåäåííîãî âûøå îïèñàíèÿ âèäíî, ÷òî âû÷èñëåíèå íà íåäåòåðìè-
íèðîâàííîé ìàøèíå Òüþðèíãà âûãëÿäèò íå êàê ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ
öåïî÷êà êîíôèãóðàöèé (÷òî õàðàêòåðíî äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ), à ñêîðåå êàê äåðåâî, â êîòîðîì ìîãóò ïðèñóò-
ñòâîàòü êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå âåòâè. Êîíå÷íûå âåòâè (èõ ìîæåò áûòü
íåñêîëüêî) ñîîòâåòñòâóþò äîñòèæåíèþ ìàøèíîéM çàêëþ÷èòåëüíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ q0, áåñêîíå÷íûå � îòñóòñòâèþ ñîñòîÿíèÿ q0 â êîíôèãóðàöèÿõ
âåòâè.

Òàê æå, êàê äëÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, îïðåäåëÿåì äëÿ ÍÌÒM ìíî-
æåñòâî D(M) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñëîâ ā â àëôàâèòå {a1, . . . , ak}, äëÿ
êîòîðûõ â äåðåâå êîíôèãóðàöèé, ïîñòðîåííîì ïî ñëîâó ā, èìååòñÿ õî-
òÿ áû îäíà êîíå÷íàÿ âåòâü. Èíûìè ñëîâàìè, D(M) ñîñòîèò â òî÷íîñòè
èç âñåõ ñëîâ ā, äëÿ êîòîðûõ ìàøèíàM ìîæåò ¾âûáðàòü¿ âû÷èñëåíèå,
çàâåðøàþùååñÿ â çàêëþ÷èòåëüíîì ñîñòîÿíèè q0. Åñëè ā ∈ D(M), òî
ãîâîðèì, ÷òî ìàøèíà M äîïóñêàåò (ðàñïîçíàåò) ñëîâî ā. Ìíîæåñòâî
D(M) ïðè ýòîì íàçûâàþò ìíîæåñòâîì, äîïóñêàåìûì (ðàñïîçíàâàåìûì)
ìàøèíîéM.

Ïóñòü T (n) � ôóíêöèÿ òèïà N → N è L = D(M). Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ìàøèíàM äîïóñêàåò (ðàñïîçíàåò) ìíîæåñòâî L çà âðåìÿ T (n), åñ-
ëè äëÿ ëþáîãî ñëîâà ā ∈ L äëèíû n ñóùåñòâóåò âû÷èñëåíèå ìàøèíû
M, äîïóñêàþùåå ñëîâî ā, äëèíà êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò T (n). Èíûìè
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ñëîâàìè, â äåðåâå êîíôèãóðàöèé ìàøèíû M, îòâå÷àþùåì ñëîâó ā, ñó-
ùåñòâóåò êîíå÷íàÿ âåòâü (ñ çàêëþ÷èòåëüíûì ñîñòîÿíèåì q0) äëèíû íå
áîëåå T (n).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç NP êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ, ðàñïîçíàâàåìûõ íà íåäå-
òåðìèíèðîâàííûõ ìàøèíàõ Òüþðèíãà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà èç êëàññà NP ìîæíî ðàñïîçíàâàòü è íà äåòåð-
ìèíèðîâàííûõ ìàøèíàõ Òüþðèíãà. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå íå èçâåñòíû
(íåïåðåáîðíûå) àëãîðèòìû ðàñïîçíàâàíèÿ, êîòîðûå ïðèâîäèëè áû ê âðå-
ìåíè ðàñïîçíàâàíèÿ, ñóùåñòâåííî ìåíüøåìó, ÷åì ýêïîíåíöèàëüíîå.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû íåñêîëüêèõ èçâåñòíûõ ìíîæåñòâ èç êëàññà NP. Íè-
æåñëåäóþùèå ìíîæåñòâà èç êëàññà NP ìû ïî òðàäèöèè áóäåì ôîðìóëè-
ðîâàòü â âèäå çàäà÷: îáúåêòû, ñëóæàùèå ðåøåíèÿìè çàäà÷è, îáðàçóþò
èñêîìîå ìíîæåñòâî.

Íàïîìíèì, ÷òî êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ñîêðàùåííî
ÊÍÔ) íàçûâàåòñÿ áóëåâà ôîðìóëà âèäà D1 &D2 & . . .&Dl, ãäå êàæäàÿ
ôîðìóëà Di èìååò âèä ti1∨ ti2∨ . . .∨ tini, tis � ïðåìåííàÿ ëèáî îòðèöàíèå
ïåðåìåííîé, ïðè÷åì êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ âñòðå÷àåòñÿ â äèçúþíêöèè Di

íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Âûðàæåíèÿ tis íàçûâàþòñÿ ëèòåðàëàìè.
Ïåðâîé (è, âèäèìî, ñàìîé èçâåñòíîé) çàäà÷åé áóäåò çàäà÷à ÂÛÏÎË-

ÍÈÌÎÑÒÜ (ñîêðàùåííî ÂÛÏ).
Âõîä: ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà F (x1, . . . , xm) â âèäå ÊÍÔ.
Âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ ëè ôîðìóëà F âûïîëíèìîé, ò.å. ñóùåñòâóåò ëè òàêîé

íàáîð (a1, . . . , am) èç Em
2 , ÷òî F (a1, . . . , am) = 1?

Óòâåðæäåíèå 4.2. Çàäà÷à ÂÛÏ ïðèíàäëåæèò êëàññó NP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôîðìóëà F ìîæåò ñîäåðæàòü ïðîèç-
âîëüíîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ, íåîáõîäèìî óñëîâèòüñÿ î ñïîñîáå êîäèðî-
âàíèÿ ôîðìóë ñëîâàìè êîíå÷íîãî àëôàâèòà. Â êà÷åñòâå êîäèðóþùåãî
àëôàâèòà âîçüìåì àëôàâèò A = {0, 1, x,−,∨,&, (, )}. Ïåðåìåííóþ xi áó-
äåì çàäàâàòü ñèìâîëîì x ñ ïîñëåäóþùåé äâîè÷íîé çàïèñüþ ÷èñëà i. Íà
ëåíòå (ðàñïîçíàþùåé ÍÌÒ) ìîãóò áûòü çàïèñàíû ïðîèçâîëüíûå ñëîâà
â àëôàâèòå A. Ïîýòîìó ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ñîáñòâåííî ê ðàñïîçíà-
âàíèþ âûïîëíèìîñòè ôîðìóëû, ìàøèíå Òüþðèíãà ñëåäóåò îïðåäåëèòü,
ÿâëÿåòñÿ ëè çàïèñàííîå ñëîâî êîäîì íåêîòîðîé ÊÍÔ. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî ýòó ïðîâåðêó ìîæíî âûïîëíèòü äåòåðìèíèðîâàííûì îáðàçîì è çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ëåíòå ìàøèíû Òüþðèíãà ïîìèìî çàïèñè ôîð-
ìóëû F èìååòñÿ íåêîòîðûé íàáîð (a1, . . . , am) çíà÷åíèé åå ïåðåìåííûõ.
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Ïîíÿòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî (äåòåðìèíèðîâàííî è çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ) ìîæíî ïðîâåðèòü, âûïîëíÿåò ëè íàáîð (a1, . . . ,
am) ôîðìóëó F . Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû íåäåòåð-
ìèíèðîâàííî ¾óãàäàòü¿ íàáîð, âûïîëíÿþùèé ôîðìóëó F . Çàìåòèì, ÷òî
òàêîãî íàáîðà ìîæåò è íå áûòü.

Èòàê, ÍÌÒ, èñïîëüçóÿ çàïèñü ôîðìóëû F , ñíà÷àëà äåòåðìèíèðîâàí-
íî ¾îòìåðÿåò¿ m êëåòîê íà ëåíòå äëÿ çàïèñè ïðåäïîëàãàåìîãî íàáîðà
(a1, . . . , am). Çàòåì, ïðîõîäÿ ïî ýòîìó ìàññèâó èç m (ïóñòûõ) êëåòîê, çà-
ïèñûâàåò òàì ïðîèçâîëüíûå ñèìâîëû 0 è 1. Ýòî � åäèíñòâåííûé ýòàï
â ðàáîòå ÍÌÒ, êîãäà ïî ñóùåñòâó íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåäåòåð-
ìèíèðîâàííîñòüþ ìàøèíû. Çäåñü íà êàæäîì øàãå äâèæåíèÿ ïî ìàññèâó
èç m êëåòîê ìàøèíà íåäåòåðìèíèðîâàííî çàïèñûâàåò â êëåòêó îäèí èç
ñèìâîëîâ 0 èëè 1. Çàêîí÷èâ ýòîò íåäåòåðìèíèðîâàííûé ýòàï, ìàøèíà ïå-
ðåõîäèò ê ïðîâåðêå âûïîëíèìîñòè ôîðìóëû F íà âûïèñàííîì äâîè÷íîì
íàáîðå. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåé çàäà÷è ðàññìîòðèì çàäà÷ó ÊËÈÊÀ.
Âõîä: ïðîèçâîëüíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G è íàòóðàëüíîå ÷èñ-

ëî k.
Âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè â ãðàôå G êëèêà ðàçìåðà k (ò.å. ïîëíûé ïîä-

ãðàô ñ k âåðøèíàìè).

Â ýòîé çàäà÷å â êà÷åñòâå êîäèðóþùåãî àëôàâèòà ìîæíî âçÿòü, íàïðè-
ìåð, àëôàâèò A = {0, 1, ; }, ãðàô G ìîæíî çàäàòü ìàòðèöåé ñìåæíîñòè,
à çàòåì çàïèñàòü ìàòðèöó îäíèì ñëîâîì, îòäåëÿÿ ñòðîêè ðàçäåëèòåëåì
;. ×èñëî k çàäàåòñÿ ñâîèì äâîè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü ðàáîòû ÍÌÒ ñâîäèòñÿ ê íåäåòåðìèíèðîâàííîìó ôîð-
ìèðîâàíèþ ñïèñêà èç k âåðøèí ãðàôà G è ïîñëåäóþùåé ïðîâåðêè òîãî,
÷òî äàííûå âåðøèíû îáðàçóþò ïîëíûé ïîäãðàô ãðàôà G.

Áëèçêîé ê çàäà÷å ÊËÈÊÀ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË.
Âõîä: ïðîèçâîëüíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G.
Âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè â ãðàôå G ãàìèëüòîíîâ öèêë (ò.å. öèêë, ïðîõî-

äÿùèé ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó ãðàôà ðîâíî îäèí ðàç).

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

12. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæàò êëàññó P:
1) ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïðîèçâîëüíîãî ïîëèíîìà p(x) ñ íàòóðàëüíûìè

êîýôôèöèåíòàìè (÷èñëà íà ëåíòå ìàøèíû Òüþðèíãà ïðåäñòàâëÿþòñÿ â
äâîè÷íîé çàïèñè);
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2) ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ p1(x1, . . . , xn) = p2(x1, . . . , xn) â îá-
ëàñòè Nn, ãäå p1, p2 � ïîëèíîìû ñ íàòóðàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

3) ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè cx, ãäå c � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëü-
øåå 1;

4) ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ (0,1)-ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì 1
(ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ âûïîëíÿåòñÿ ïî ìîäóëþ 2).
13. Äîêàçàòü ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó P ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:
1) ìíîæåñòâî íåëèíåéíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ òàáëèöàìè ñâî-

èõ çíà÷åíèé;
2) ìíîæåñòâî íåìîíîòîííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ òàáëèöàìè

ñâîèõ çíà÷åíèé ëèáî ïîëèíîìàìè Æåãàëêèíà;
3) ìíîæåñòâî íåñàìîäâîéñòâåííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ òàá-

ëèöàìè ñâîèõ çíà÷åíèé ëèáî ñîâåðøåííûìè ÄÍÔ.
14. Äîêàçàòü, ÷òî êëàññó NP ïðèíàäëåæàò ñëåäóþùèå çàäà÷è:
1) ñóùåñòâîâàíèå äâîè÷íîãî íàáîðà, íà êîòîðîì çàäàííàÿ ÄÍÔ îáðà-

ùàåòñÿ â íóëü;
2) íåëèíåéíîñòü áóëåâîé ôóíêöèè, çàäàííîé â âèäå ÄÍÔ;
3) íåìîíîòîííîñòü áóëåâîé ôóíêöèè, çàäàííîé â âèäå ÄÍÔ;
4) íåñàìîäâîéñòâåííîñòü áóëåâîé ôóíêöèè, çàäàííîé â âèäå ÄÍÔ.
15. Äîêàçàòü ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó NP ñëåäóþùèõ çàäà÷:
1) ÂÅÐØÈÍÍÎÅ ÏÎÊÐÛÒÈÅ.
Âõîä: ãðàô G = (V,E) è íàòóðàëüíîå ÷èñëî l.
Âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè òàêîå òàêîå ìíîæåñòâî R ⊆ V , ÷òî |R| 6 l è

êàæäîå ðåáðî ãðàôà G èíöèäåíòíî íåêîòîðîé âåðøèíå èç R.
2) ÏÎÊÐÛÒÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ.
Âõîä: ñåìåéñòâî F = {S1, . . . , Sm} ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà S, ãäå S1∪

. . . ∪ Sm = S, è íàòóðàëüíîå ÷èñëî h.
Âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè òàêîå òàêîå ïîäñåìåéñòâî T ⊆ S, ÷òî |T | 6 h

è ∪Sj = S, ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ìíîæåñòâàì Sj èç T .
3) ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ.
Âõîä: ãðàô G = (V,E) è íàòóðàëüíîå ÷èñëî k.
Âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ôóíêöèÿ χ : V → {1, 2, . . . , k}, ÷òî

χ(u) 6= χ(v) äëÿ ëþáîãî ðåáðà (u, v) èç E.

� 7. NP-ïîëíîòà. Òåîðåìà Êóêà

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå P ⊆ NP. ßâëÿåòñÿ ëè
ýòî âêëþ÷åíèå ñîáñòâåííûì? Ýòîò âîïðîñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç
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íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîé òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëå-
íèé. Íåñìîòðÿ íà ìíîãî÷èñëåííûå ïîïûòêè ðåøèòü ñôîðìóëèðîâàííóþ
ïðîáëåìó, ïðåäïðèíÿòûå â òå÷åíèå áîëåå ÷åì 40 ëåò, ñêîëüêî-íèáóäü ñó-
ùåñòâåííûõ ïðîäâèæåíèé â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîêà íå ïîëó÷åíî. Áîëü-
øèíñòâî ñïåöèàëèñòîâ ñêëîíÿþòñÿ ê ìíåíèþ, ÷òî P 6= NP. Â ñâÿçè ñ ýòèì
âûçûâàåò èíòåðåñ îïðåäåëåíèå â êëàññå NP íåêîòîðûõ ¾êëþ÷åâûõ¿ çàäà÷
� çàäà÷, êîòîðûå ¾ñîäåðæàò¿ â ñåáå âñå çàäà÷è èç NP. Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå
P-ñâîäèìîñòè, ìû õîòèì äëÿ ýòèõ öåëåé ââåñòè ïîíÿòèå NP-ïîëíîòû.

Íàçîâåì ìíîæåñòâî L NP-òðóäíûì, åñëè ëþáîå ìíîæåñòâî èç êëàññà
NP P-ñâîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó L. Íàçîâåì ìíîæåñòâî L NP-ïîëíûì, åñëè
L NP-òðóäíî è L ∈ NP.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè âîîáùå NP-ïîëíûå ìíîæåñòâà? Îò-
âåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Ñ.Êóêà [?, ?].

Òåîðåìà 4.3. Çàäà÷à ÂÛÏ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå ÂÛÏ ∈ NP óñòàíîâëåíî â óòâåðæäå-
íèè 4.2. Ïîýòîìó îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî L èç NP ïî-
ëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó ÂÛÏ.

Ïóñòü L åñòü ìíîæåñòâî ñëîâ â àëôàâèòå A1 = {a1, . . . , ak} è L ∈ NP.
Òîãäà íàéäóòñÿ òàêàÿ íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà ÒüþðèíãàM è ïî-
ëèíîì p ñ íàòóðàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî ìàøèíà M ðàñïîçíàåò
ìíîæåñòâî L çà âðåìÿ p(n). Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ā ∈ L è ñëîâî ā èìå-
åò äëèíó n, òî äëÿ ā ñóùåñòâóåò äîïóñêàþùåå âû÷èñëåíèå ìàøèíû M
äëèíû íå áîëåå p(n). Åñëè æå ā /∈ L, òî äîïóñêàþùåãî âû÷èñëåíèÿ äëÿ
ñëîâà ā íå ñóùåñòâóåò.

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî L P-ñâîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó ÂÛÏ. Ïóñòü B
� àëôàâèò çàäà÷è ÂÛÏ. Íàì íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òàêóþ ïîëèíîìè-
àëüíî âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ ϕ : A∗1 → B∗ (çíà÷åíèåì êîòîðîé âñåãäà
ÿâëÿåòñÿ ÊÍÔ), ÷òî

ā ∈ L⇔ ϕ(ā) = Fā − âûïîëíèìàÿ ÊÍÔ.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íà ëåíòå ìà-
øèíûM çàïèñàíî ñëîâî ā (îñòàëüíàÿ ÷àñòü ëåíòû çàïîëíåíà ñèìâîëàìè
a0), ìàøèíà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè q1 è ãîëîâêà ìàøèíû óñòàíîâëåíà íà
ïåðâóþ áóêâó ñëîâà ā. Ïóñòü n = |ā|. Òîãäà â ñëó÷àå ā ∈ L ó ìàøèíû
M èìååòñÿ âû÷èñëåíèå, ïðèâîäÿùåå â çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå q0 çà
íå áîëåå ÷åì p(n) øàãîâ. Åñëè æå ā /∈ L, òî íèêàêîå âû÷èñëåíèå ìàøèíû
M íå ïåðåâîäèò åå â çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå.
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Ïðåîáðàçóåì ìàøèíó M òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîñëå ïîïàäàíèÿ â
çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå îíà îñòàâàëàñü áû òàì ïîñòîÿííî, íå ìåíÿÿ
ñîäåðæèìîãî ëåíòû è íå ñäâèãàÿ ãîëîâêó. Ôîðìàëüíî ïî äîñòèæåíèè
çàêëþ÷èòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ìàøèíà M ïðîäîëæàåò ðàáîòó áåñêîíå÷íî
äîëãî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ñëîâà ā ∈ A∗1 äëèíû n áóäåì èìåòü

ā ∈ L⇔ ìàøèíàM, íà÷èíàÿ ðàáîòó íà ñëîâå ā, â ìîìåíò âðåìåíè p(n)
áóäåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè q0. (4.14)

Íàøà öåëü � çàïèñàòü ïðàâóþ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè (4.14) â âèäå
ÊÍÔ Fā òàê, ÷òîáû ôîðìóëà Fā áûëà âûïîëíèìîé â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà èñòèííà ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Íàïîìíèì, ÷òî êîíôèãóðàöèåé ìàøèíû M â ìîìåíò âðåìåíè t ìû
íàçâàëè òðîéêó, ñîñòîÿùóþ èç ñëîâà, çàïèñàííîãî íà ëåíòå â ìîìåíò t,
ñîñòîÿíèÿ ìàøèíûM â ìîìåíò t è ïîëîæåíèÿ åå ãîëîâêè â ýòîò ìîìåíò
âðåìåíè. Ïóñòü Kt îáîçíà÷àåò êîíôèãóðàöèþ ìàøèíû M â ìîìåíò t.
Çàïèøåì ýêâèâàëåíòíîñòü (4.14) â áîëåå ïîäðîáíîé ôîðìå:

ā ∈ L⇔ (∃K0)(∃K1) . . . (∃Kp(n))(K0 � íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ìàøèíû
M äëÿ ñëîâà ā, êîíôèãóðàöèÿKp(n) ñîäåðæèò çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå
q0 è äëÿ âñÿêîãî j (0 6 j 6 p(n)− 1) êîíôèãóðàöèÿ Kj+1 ïîëó÷àåòñÿ èç
êîíôèãóðàöèè Kj çà îäèí òàêò ðàáîòû ìàøèíûM). (4.15)

Ïóñòü êëåòêè íà ëåíòå ìàøèíû M çàíóìåðîâàíû öåëûìè ÷èñëàìè
ñëåâà íàïðàâî, ïðè÷åì êëåòêà, â êîòîðîé ìàøèíà M íàõîäèòñÿ â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, èìååò íîìåð 0. Òîãäà çà p(n) øàãîâ ðàáîòû
ìàøèíû M ãîëîâêà ìîæåò ïîáûâàòü òîëüêî â êëåòêàõ ñ íîìåðàìè îò
−p(n) äî p(n). Ïîýòîìó â êîíôèãóðàöèÿõ K0, K1, . . . , Kp(n) áóäóò ó÷èòû-
âàòüñÿ òîëüêî ýòè êëåòêè.

Ââåäåì áóëåâû ïåðåìåííûå xti,j, y
t
i , z

t
l , ãäå

−p(n) 6 i 6 p(n), 0 6 j 6 k, 0 6 l 6 r, 0 6 t 6 p(n).

Ñîäåðæàòåëüíî ýòèì ïåðåìåííûì ìû ïðèäàäèì ñëåäóþùèé ñìûñë:

(xti,j = 1)⇔ i-ÿ êëåòêà êîíôèãóðàöèè Kt ñîäåðæèò áóêâó aj;
(yti = 1) ⇔ â êîíôèãóðàöèè Kt ãîëîâêà ìàøèíû îáîçðåâàåò êëåòêó ñ
íîìåðîì i;
(ztl = 1)⇔ êîíôèãóðàöèÿ Kt ñîäåðæèò ñîñòîÿíèå ql.

Èñêîìàÿ ôîðìóëà Fā áóäåò çàâèñåòü îò âñåõ ïåðåìåííûõ xti,j, y
t
i , z

t
l .

Ìû õîòèì, ÷òîáû ôîðìóëà Fā ïðèíèìàëà çíà÷åíèå 1 íà íåêîòîðîì äâî-
è÷íîì íàáîðå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
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1) äàííûé íàáîð êîððåêòíî çàäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíôèãóðàöèé
K0, K1, . . . , Kp(n) ìàøèíû ÒüþðèíãàM;

2) êîíôèãóðàöèÿ K0 ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèåé
äëÿ ñëîâà ā;

3) êîíôèãóðàöèÿ Kp(n) ñîäåðæèò ñîñòîÿíèå q0;
4) äëÿ âñÿêîãî j (0 6 j 6 p(n)− 1) êîíôèãóðàöèÿ Kj+1 ïîëó÷àåòñÿ èç

êîíôèãóðàöèè Kj ñîãëàñíî ïðîãðàììå ìàøèíûM çà îäèí òàêò ðàáîòû.

Ðàññìîòðèì óñëîâèå 1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åãî ìîæíî âûðàçèòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: ïðè ëþáîì t (0 6 t 6 p(n))

äëÿ ëþáîãî i ðîâíî îäíà èç ïåðåìåííûõ xti,j ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1,
ðîâíî îäíà èç ïåðåìåííûõ yti ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1,
ðîâíî îäíà èç ïåðåìåííûõ ztl ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1. (4.16)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç h(v1, . . . , vs) áóëåâó ôóíêöèþ, ïðèíèìàþùóþ çíà÷å-
íèå 1 òîëüêî íà íàáîðàõ ñ îäíîé åäèíè÷íîé êîìïîíåíòîé. Èìååì

h(v1, . . . , vs) = (v1 ∨ . . . ∨ vs) &

(
&
i6=j

(v̄i ∨ v̄j)
)
.

Äëèíà ÊÍÔ ýòîé ôóíêöèè (÷èñëî âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ) ðàâíà s2. Ñ
ïîìîùüþ ôóíêöèè h âûðàçèì óñëîâèå (4.16) â âèäå ÊÍÔ:

F1 = &
06t6p(n)

(( &
−p(n)6i6p(n)

h(xti,0, x
t
i,1, . . . , x

t
i,k))&

&h(yt−p(n), y
t
−p(n)+1, . . . , y

t
p(n)) & h(zt0, z

t
1, . . . , z

t
r)).

Ó÷èòûâàÿ ñëîæíîñòü ÊÍÔ ôóíêöèè h, ïîëó÷àåì, ÷òî äëèíà ÊÍÔ ôîð-
ìóëû F1 ðàâíà

(p(n) + 1)((2p(n) + 1)(k + 1)2 + (2p(n) + 1)2 + (r + 1)2),

ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì îò n (k è r ñóòü êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå òîëüêî
îò ìàøèíûM).

Ïåðåéäåì ê óñëîâèþ 2. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íàáîð ïåðåìåííûõ
xti,j, y

t
i , z

t
l êîððåêòíî çàäàåò êîíôèãóðàöèþ K0. Ïóñòü ā = aj1aj2 . . . ajn.

Òîãäà óñëîâèå 2 ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùåé ÊÍÔ:

F2 = x0
0,j1

&x0
1,j2

& . . .&x0
n−1,jn

&

(
&

−p(n)6i6−1
x0
i,0

)
&

(
&

n6i6p(n)
x0
i,0

)
&y0

0 &z0
1.

Ôîðìóëà F2 èìååò ñëîæíîñòü 2p(n) + 3.
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Óñëîâèå 3 âûðàæàåòñÿ ÊÍÔ èç îäíîé ïåðåìåííîé: zp(n)
0 .

Ðàññìîòðèì óñëîâèå 4. Êîìàíäû ìàøèíûM ïðåäñòàâèì â âèäå

ajql → {aσ(j,l)D(j, l)qτ(j,l)},

ãäå ïîñðåäñòâîì aσ(j,l)D(j, l)qτ(j,l) îáîçíà÷åíà ¾îáùàÿ¿ ïðàâàÿ ÷àñòü êî-
ìàíäû ñ ëåâîé ÷àñòüþ ajql (íàïîìíèì, ÷òî ìàøèíà M íåäåòåðìèíèðî-
âàííà) è D(j, l) = −1, 0, 1 â çàâèñèìîñòè îò äâèæåíèÿ ãîëîâêè ìàøèíû
M íà ëåíòå. Ñ÷èòàÿ, ÷òî íàáîð ïåðåìåííûõ xti,j, y

t
i , z

t
l êîððåêòíî çàäàåò

êîíôèãóðàöèè K0, K1, . . . , Kp(n), çàïèøåì óñëîâèå 4 â âèäå ñëåäóþùåé
ôîðìóëû:

F ′4 = &
06t6p(n)−1

&
−p(n)6i6p(n)

&
06j6k

&
06l6r

((xti,j & yti & ztl ⇒

∨xt+1
i,σ(j,l) & yt+1

i+D(j,l) & zt+1
τ(j,l)) & (ȳti ⇒ &

06j6k
(xt+1

i,j ∼ xti,j))),

ãäå äèçúþíêöèÿ âî âòîðîé ñòðîêå ôîðìóëû áåðåòñÿ ïî âñåì êîìàíäàì,
èìåþùèì ëåâóþ ÷àñòü ajql. Ïåðâàÿ èìïëèêàöèÿ ýòîé ôîðìóëû ïîêàçû-
âàåò, êàêèìè â ìîìåíò t+ 1 áóäóò ñèìâîëû íà ëåíòå, äâèæåíèå ãîëîâêè
è íîâîå ñîñòîÿíèå, âòîðàÿ � ÷òî ñèìâîëû âî âñåõ îñòàëüíûõ êëåòêàõ
îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèÿ. Ïåðâàÿ èìïëèêàöèÿ çàâèñèò íå áîëåå ÷åì îò
3((k + 1)(r + 1) + 1) ïåðåìåííûõ, âòîðàÿ � îò 2k + 3 ïåðåìåííûõ. Êàæ-
äóþ èç íèõ ìîæíî ïðèâåñòè ê ÊÍÔ, ñóììàðíàÿ ñëîæíîñòü C ýòèõ ÊÍÔ
áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò k, r. Â ðåçóëüòàòå ôîðìóëà F ′4 ïðåîáðàçóåòñÿ â
ÊÍÔ F4 äëèíû

Cp(n)(2p(n) + 1)(k + 1)(r + 1).

Ïîëîæèì
Fā = F1 & F2 & F3 & F4.

Òîãäà Fā � ÊÍÔ, êîòîðàÿ íà íàáîðå ïåðåìåííûõ ({xti,j}, {yti}, {ztl}) ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèå 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âõîäíîãî ñëîâà ā íàáîð
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ êîððåêòíî îïðåäåëÿåò âû÷èñëåíèå íà ìàøèíåM,
ïðèâîäÿùåå ê çàêëþ÷èòåëüíîìó ñîñòîÿíèþ q0. Äëèíà ôîðìóëû Fā îãðà-
íè÷åíà ñâåðõó íåêîòîðûì ïîëèíîì îò n (íàïîìíèì, ÷òî n = |ā|). Ïðè
ýòîì íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ñàìà ôîðìóëà Fā ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ïðîãðàììå ìàøèíûM è âûïèñûâàåòñÿ çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå ïîëè-
íîìîì îò åå äëèíû, ò.å. ïîëèíîìîì îò äëèíû ñëîâà ā. Òàêèì îáðàçîì,
îòîáðàæåíèå ā → Fā îïðåäåëÿåò ïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå ìíîæåñòâà
L ê ìíîæåñòâó ÂÛÏ. Çíà÷èò, ÂÛÏ � NP-òðóäíàÿ çàäà÷à. À ïîñêîëüêó
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ÂÛÏ ∈ NP, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ÂÛÏ � NP-ïîëíàÿ çàäà÷à.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Êîíúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó, ó êîòîðîé ëþáàÿ äèçúþíêöèÿ
ñîäåðæèò íå áîëåå òðåõ ñëàãàåìûõ, íàçîâåì 3-ÊÍÔ. Çàäà÷à 3-ÂÛÏÎË-
ÍÈÌÎÑÒÜ (ñîêðàùåííî 3-ÂÛÏ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàíò çàäà÷è
ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ, êîãäà ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ ÊÍÔ îãðàíè-
÷åíî 3-ÊÍÔ.

Òåîðåìà 4.4. Çàäà÷à 3-ÂÛÏ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó óòâåðæäåíèÿ 4.2 çàäà÷à 3-ÂÛÏ ïðèíàäëå-
æèò êëàññó NP. Ìû ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à ÂÛÏ P-ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å 3-
ÂÛÏ. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 4.3 è òðàíçèòèâíîñòè P-ñâîäèìîñòè ëþáîå
ìíîæåñòâî èç êëàññà NP áóäåò P-ñâîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó 3-ÂÛÏ, ò.å. çà-
äà÷à 3-ÂÛÏ îêàæåòñÿ NP-ïîëíîé.

Ïîêàæåì, êàê ïî ïðîèçâîëüíîé ÊÍÔ K ìîæíî ýôôåêòèâíî è ïîëèíî-
ìèàëüíî (ïî âðåìåíè) îïðåäåëèòü 3-ÊÍÔ ϕ(K) òàê, ÷òî áóäåò ñïðàâåä-
ëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

K âûïîëíèìà ⇔ ϕ(K) âûïîëíèìà.

ÏóñòüK = D1&. . .&Ds, ãäå D1, . . . , Ds � äèçúþíêöèè îò ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xn. Åñëè äèçúþíêöèÿ Di ñîäåðæèò íå áîëåå òðåõ ïåðåìåííûõ, òî
îñòàâëÿåì åå áåç èçìåíåíèÿ. Ïóñòü òåïåðü Di = t1 ∨ t2 ∨ . . . ∨ tm, ãäå
t1, . . . , tm � ëèòåðàëû è m > 4. Ïîëîæèì

Fi = (t1 ∨ t2 ∨ y1) & (ȳ1 ∨ t3 ∨ y2) & (ȳ2 ∨ t4 ∨ y3) & . . .

. . .& (ȳm−4 ∨ tm−2 ∨ ym−3) & (ȳm−3 ∨ tm−1 ∨ tm),

ãäå y1, . . . , ym−3 � ïåðåìåííûå, îòëè÷íûå îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Çàìå-
òèì, ÷òî ñëîæíîñòü ÊÍÔ Fi íå áîëåå ÷åì â òðè ðàçà ïðåâîñõîäèò ñëîæ-
íîñòü äèçúþíêöèè Di.

Ïîêàæåì, ÷òî èç ðàâåíñòâà Fi = 1 ñëåäóåò ðàâåíñòâî Di = 1. Ïóñòü
Fi(ã, b̃) = 1, ãäå ã = (a1, . . . , an), b̃ = (b1, . . . , bm−3). Åñëè b1 = 0, òî
t1(ã)∨ t2(ã) = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, Di(ã) = 1. Åñëè bm−3 = 1, òî tm−1(ã)∨
tm(ã) = 1 è, çíà÷èò, âíîâü Di(ã) = 1.

Ïóñòü b1 = 1 è bm−3 = 0. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå k, ÷òî bk = 1 è bk+1 = 0.
Òàê êàê äîëæíî áûòü b̄k∨tk+2(ã)∨bk+1 = 1, òî ïîëó÷àåì, ÷òî tk+2(ã) = 1.
Îòêóäà Di(ã) = 1.

Îáðàòíî, ïóñòü Di(ã) = 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå k, ÷òî tk(ã) = 1.
Åñëè k = 1 èëè k = 2, òî âûáèðàåì b1 = b2 = . . . = bm−3 = 0 è ïîëó÷àåì
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Fi(ã, b̃) = 1. Åñëè k = m − 1 èëè k = m, òî âûáèðàåì b1 = b2 = . . . =
bm−3 = 1 è âíîâü ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó Fi(ã, b̃) = 1. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
äëÿ äîñòèæåíèÿ ðàâåíñòâà Fi(ã, b̃) = 1 ïîëàãàåì b1 = b2 = . . . = bk−2 = 1
è bk = . . . = bm−3 = 0.

Ïðè ïîñòðîåíèè 3-ÊÍÔ Fi äëÿ ðàçëè÷íûõ i èñïîëüçóåì ðàçëè÷íûå
íàáîðû ïåðåìåííûõ ỹ. Â ðåçóëüòàòå îïèñàííûõ ïîñòðîåíèé ÊÍÔ K çà
ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî øàãîâ áóäåò ïðåîáðàçîâàíà â 3-ÊÍÔ F1 & . . .&Fs,
êîòîðàÿ è áóäåò óäîâëåòâîðÿòü òðåáîâàíèÿì òåîðåìû.

Ïî àíàëîãèè ñ 3-ÊÍÔ è 3-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜÞ ââîäèì ïîíÿòèÿ 2-
ÊÍÔ è 2-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÈ.

Òåîðåìà 4.5. Çàäà÷à 2-ÂÛÏ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà, ò.å. ïðè-

íàäëåæèò êëàññó P.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàçîâåì ðåçîëüâåíòîé äèçúþíêòîâ xi∨ t1 è x̄i∨ t2
äèçúþíêò D = t1 ∨ t2 (â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îäíîãî èç ëèòåðàëîâ t1, t2
äèçúþíêò D ñîâïàäàåò ñî âòîðûì ëèòåðàëîì; â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îáîèõ
ëèòåðàëîâ t1, t2 äèçúþíêò D ñ÷èòàåòñÿ ïóñòûì).

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôîðìóë A,B ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

(xi ∨ A) & (x̄i ∨B) = (xi ∨ A) & (x̄i ∨B) & (A ∨B).

Òàêèì îáðàçîì, äîáàâëåíèå ê 2-ÊÍÔ ðåçîëüâåíòû ëþáîé ïàðû äèçúþíê-
òîâ íå ìåíÿåò ôóíêöèþ, ðåàëèçóåìóþ äàííîé 2-ÊÍÔ.

Ïóñòü çàäàíà 2-ÊÍÔ K. Áóäåì ïðîñìàòðèâàòü â K âñå ïàðû äèçú-
þíêòîâ è äîáàâëÿòü (êîíúþíêòèâíî) ê K èõ ðåçîëüâåíòû. Ýòó ïðîöå-
äóðó áóäåì ïîâòîðÿòü äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïåðåñòàíóò ïîÿâëÿòüñÿ íîâûå
äèçúþíêòû. Åñëè ïðè ýòîì áóäåò ïîðîæäåí ïóñòîé äèçúþíêò (êîòîðûé
ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî èç ïàðû äèçúþíêòîâ âèäà xi è x̄i), òî, î÷åâèäíî, èñ-
õîäíàÿ 2-ÊÍÔ K íåâûïîëíèìà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êàê ìû óñòàíîâèì
íèæå, îíà âûïîëíèìà.

Îöåíèì ïðåæäå âñåãî òðóäîåìêîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà. Åñëè
äëèíà èñõîäíîé 2-ÊÍÔ ðàâíà n, òî îíà ñîäåðæèò íå áîëåå n ïåðåìåííûõ,
èç êîòîðûõ ìîæíî ïîñòðîèòü íå áîëåå (2n + 1)2 äèçúþíêòîâ ñ îäíîé
èëè äâóìÿ ïåðåìåííûìè. Ïîýòîìó ïîðîæäåíèå íîâûõ ðåçîëüâåíò áóäåò
ïðîèñõîäèòü íå áîëåå (2n+1)2 ðàç. Ïðè ýòîì ÷èñëî ïðîñìàòðèâàåìûõ ïàð
äèçúþíêòîâ íå ïðåâîñõîäèò (2n + 1)4. Ñëåäîâàòåëüíî, îïèñàííûé âûøå
àëãîðèòì ïîëèíîìèàëåí.

Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî 2-ÊÍÔ K íå ñîäåðæèò ïóñòûõ äèçúþíêòîâ
è çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè âçÿòèÿ ðåçîëüâåíò. Ïîêàæåì, ÷òî â
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ýòîì ñëó÷àå îíà âûïîëíèìà. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî ÷èñëó n ïåðå-
ìåííûõ, âõîäÿùèõ â K.

Áàçèñ èíäóêöèè: n = 1. Òîãäà K = xi èëè K = x̄i, è óòâåðæäåíèå
òðèâèàëüíî âåðíî.

Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä. Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ 2-ÊÍÔ ñ
n < m ïåðåìåííûìè è ïóñòü 2-ÊÍÔ K ñîäåðæèò m ïåðåìåííûõ. Ïðåä-
ñòàâèì K â âèäå (äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè çíàê & îïóñêàåì)

K = (xm∨t1)(xm∨t2) . . . (xm∨tk)(x̄m∨t′1)(x̄m∨t′2) . . . (x̄m∨t′l)·C1·C2·. . .·Cr,

ãäå ti, t′j � ëèòåðàëû ëèáî 0, à C1 · C2 · . . . · Cr � 2-ÊÍÔ îò ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xm−1, çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè âçÿòèÿ ðåçîëüâåíò. Ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóåò íàáîð ã = (a1, . . . , am−1), íà êîòî-
ðîì ÊÍÔ C1 · . . . ·Cr ðàâíà 1. Åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ëèòåðàëû ti, t

′
j, ÷òî

ti(ã) = t′j(ã) = 0, òî òàêæå ti(ã)∨ t′j(ã) = 0. Îäíàêî ti ∨ t′j � ðåçîëüâåíòà
äèçúþíêòîâ xm ∨ ti è x̄m ∨ t′j. Ïîýòîìó äèçúþíêò ti ∨ t′j ñîäåðæèòñÿ ñðå-
äè äèçúþíêòîâ C1, . . . , Cr. Ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî v âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî Cv(ã) = 0, ÷òî íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì, ëèáî t1(ã) = . . . = tk(ã) = 1, ëèáî t′1(ã) = . . . = t′l(ã) =
1. Â ïåðâîì ñëó÷àå ÊÍÔ K âûïîëíèìà íà íàáîðå (ã, 0), âî âòîðîì � íà
íàáîðå (ã, 1). Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

16. Äîêàçàòü NP-ïîëíîòó ñëåäóþùèõ çàäà÷:
1) çàäà÷à ÊËÈÊÀ;
2) çàäà÷à ÂÅÐØÈÍÍÎÅ ÏÎÊÐÛÒÈÅ (ñì. çàäà÷ó 15.1).
17. Äîêàçàòü NP-ïîëíîòó ñëåäóþùèõ çàäà÷:
1) ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ íàáîðîâ, íà êîòîðûõ ÄÍÔ

îáðàùàåòñÿ â íóëü;
2) ðàñïîçíàâàíèå íåëèíåéííîñòè áóëåâîé ôóíêöèè, çàäàííîé â âèäå

ÄÍÔ;
3) ðàñïîçíàâàíèå íåìîíîòîííîñòè áóëåâîé ôóíêöèè, çàäàííîé â âèäå

ÄÍÔ;
4) ðàñïîçíàâàíèå íåñàìîäâîéñòâåííîñòè áóëåâîé ôóíêöèè, çàäàííîé â

âèäå ÄÍÔ.

101



� 8. Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè

Â � 4 ìû îïðåäåëèëè êëàññ F÷ð ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé. Â
òåîðèè ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñóùåñòâåííî áîëåå
ïðîñòàÿ ÷àñòü êëàññà F÷ð � êëàññ Fïð ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ ôóíê-

öèé. Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè � ýòî ôóíêöèè, êîòîðûå ìîæíî
ïîëó÷èòü èç èñõîäíûõ ôóíêöèé (4.7) ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè
(4.3) è ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè (4.5).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíàÿ
ôóíêöèÿ âñþäó îïðåäåëåíà. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðîñòûå ïðèìåðû
ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé. Ôóíêöèÿ-êîíñòàíòà 0 ÿâëÿåòñÿ èñ-
õîäíîé ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé ôóíêöèåé. Ñ ïîìîùüþ ñóïåðïîçèöèè
ôóíêöèè 0 è èñõîäíîé ôóíêöèè x + 1 ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ äðóãóþ
ôóíêöèþ-êîíñòàíòó. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè-êîíñòàíòû ìîæíî ñ÷èòàòü
çàâèñÿùèìè îò ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ � äîñòàòî÷íî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ èñõîäíûìè ñåëåêòîðíûìè ôóíêöèÿìè Ini (x1, . . . , xn).

Ïóñòü äàëåå ôóíêöèÿ sum(x1, x2) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ïðèìèòèâ-
íîé ðåêóðñèåé: {

sum(x1, 0) = x1,
sum(x1, x2 + 1) = sum(x1, x2) + 1

(4.17)

(â ïåðâîì ðàâåíñòâå ìû ïîñòàâèëè ïåðåìåííóþ x1 âìåñòî ôóíêöèè I1
1(x1),

à âî âòîðîì � ïðèâåëè òîëüêî ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü îïðåäåëåíèÿ, îïó-
ñòèâ òå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ x1, x2, êîòîðûå ìîæíî ââåñòè ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè I3

3 ). Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïðèìèòèâíàÿ ðåêóðñèÿ (4.17) îïðå-
äåëÿåò ôóíêöèþ x1 + x2.

Ïîäîáíûì îáðàçîì, ïðèìèòèâíûå ðåêóðñèè{
prod(x1, 0) = 0,
prod(x1, x2 + 1) = prod(x1, x2) + x1,{

pow(x1, 0) = 1,
pow(x1, x2 + 1) = pow(x1, x2) · x1

îïðåäåëÿþò ôóíêöèè x1 · x2 è x
x2
1 , èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå óæå èçâåñòíûõ

ôóíêöèè x1 + x2 è x1 · x2 (÷òîáû íå äåëàòü èñêëþ÷åíèé â îïðåäåëåíèè
ôóíêöèè xx21 , ìû ïðèíÿëè 00 = 1).

Íàì áû õîòåëîñü äîêàçàòü ïðèìèòèâíóþ ðåêóðñèâíîñòü ôóíêöèè x−y.
Îäíàêî ýòî ñäåëàòü íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ x − y ïðèíèìàåò
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îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Âìåñòî ôóíêöèè x−y ìû ðàññìîòðèì áëèçêóþ
ê íåé ôóíêöèþ x ·− y, êîòîðóþ îïðåäåëèì ñîîòíîøåíèÿìè

x ·− y =

{
x− y, åñëè x > y,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèâíîñòè ôóíêöèè x ·−y ïðîâåäåì
â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà óñòàíîâèì ïðèìèòèâíóþ ðåêóðñèâíîñòü áîëåå ïðî-
ñòîé ôóíêöèè x ·− 1: {

0 ·− 1 = 0,
(x+ 1) ·− 1 = x.

Çàòåì, èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ x ·− 1, ïîëó÷èì ôóíêöèþ x ·− y:{
x ·− 0 = x,

x ·− (y + 1) = (x ·− y) ·− 1.

Ñóïåðïîçèöèÿìè ôóíêöèé x+ y, x ·− y ìîæíî îïðåäåëèòü èçâåñòíûå
àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè:

min(x, y) = x ·− (x÷ y),

max(x, y) = (x+ y) ·−min(x, y),

|x− y| = (x ·− y) + (y ·− x).

Íàïîìíèì åùå î äâóõ âàæíûõ ôóíêöèÿõ sg x è sg x, êîòîðûå ÷àñòî
âñòðå÷àþòñÿ â òåîðèè ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé:

sg x =

{
0, åñëè x = 0,
1, åñëè x 6= 0,

sg x =

{
1, åñëè x = 0,
0, åñëè x 6= 0.

Ïðèìèòèâíàÿ ðåêóðñèâíîñòü ôóíêöèé sg x, sg x ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

sg x = 1 ·− x, sg x = sg sg x.

Íà îñíîâå èìåþùèõñÿ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé ìîæíî îïðå-
äåëèòü äðóãèå èíòåðåñíûå ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè. Òàê, ñó-
ïåðïîçèöèÿìè ôóíêöèé (4.7) è ôóíêöèé x+y, x ·y ìîæíî ïîëó÷èòü ëþ-
áîé ïîëèíîì ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Åùå áîëåå
øèðîêèå âîçìîæíîñòè îòêðûâàåò ïðèìåíåíèå ôóíêöèé x ·−y, sg x, sg x.
Ïðîäåìîíñòðèðóåì îäíó èç ýòèõ âîçìîæíîñòåé.

Ïóñòü a ∈ N . Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ sg |x − a| ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèå 1 ïðè x = a è çíà÷åíèå 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Åñëè
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a1, . . . , am, b1, . . . , bm � ÷èñëà èç N , ïðè÷åì ÷èñëà a1, . . . , am ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íû, òî ôóíêöèÿ

b1 · sg |x− a1|+ b2 · sg |x− a2|+ . . .+ bm · sg |x− am| (4.18)

ïðè x = a1, . . . , am ïðèíèìàåò ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ b1, . . . , bm è ðàâíà
0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè (4.18) ïîçâîëÿåò ¾èñïðàâëÿòü¿ çíà÷åíèÿ
ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê. Èìåííî, ðàñ-
ñìîòðèì, íàïðèìåð, ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ f(x) îäíîé ïåðå-
ìåííîé è ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì íåîáõîäèìî çàìåíèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
f(x) â òî÷êàõ a1, . . . , am çíà÷åíèÿìè b1, . . . , bm. Îáîçíà÷èì òàê ¾èñïðàâ-
ëåííóþ¿ ôóíêöèþ f(x) ÷åðåç f ′(x). Òîãäà

f ′(x) = b1 · sg |x− a1|+ . . .+ bm · sg |x− am|+
+f(x) · sg |x− a1| · . . . · sg |x− am|.

Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ïðè çàäàíèè ôóíêöèé ìû ïîëüçîâàëèñü
îòíîøåíèÿìè (ïðåäèêàòàìè) âèäà

x = y, x 6= y, x < y, x 6 y. (4.19)

Â ïðèíöèïå ìîæíî èñïîëüçîâàòü è áîëåå ñëîæíûå îòíîøåíèÿ. Ìû õî-
òèì ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíûå îòíîøåíèÿ íà ìíîæåñòâå N . ×òîáû
èìåòü âîçìîæíîñòü ïðèìåíÿòü îòíîøåíèÿ ïðè çàäàíèè ôóíêöèé, óäîá-
íî ââåñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè îòíîøåíèé. Èìåííî, ôóíêöèþ
f(x1, . . . , xn), ïðèíèìàþùóþ ëèøü çíà÷åíèÿ 0 è 1, íàçûâàåì õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîé ôóíêöèåé îòíîøåíèÿ ρ(x1, . . . , xn), åñëè äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn
çíà÷åíèå f(x1, . . . , xn) ðàâíî 1 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà èñòèííî
çíà÷åíèå ρ(x1, . . . , xn). Îòíîøåíèå ρ ñ÷èòàåì ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûì,
åñëè ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíà åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Äëÿ ÷èñëîâûõ îòíîøåíèé (4.19) õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ñëó-
æàò ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè

sg |x− y|, sg |x− y|, sg (y ·− x), sg (x ·− y).

Ïîýòîìó îòíîøåíèÿ (4.19) ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíû.
Êàê ìû ìîãëè óáåäèòüñÿ, ê îòíîøåíèÿì ÷àñòî ïðèáåãàþò, êîãäà íåîá-

õîäèìî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî ðàçáîðà ñëó-
÷àåâ. Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì ïîäîáíóþ ñèòóàöèþ â îáùåì âèäå.
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Óòâåðæäåíèå 4.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ ñõåìîé

f(x1, . . . , xn) =


f1(x1, . . . , xn), åñëè ρ1(x1, . . . , xn) èñòèííî,
. . . . . . . . . . . . . . .
fm(x1, . . . , xn), åñëè ρm(x1, . . . , xn) èñòèííî,
fm+1(x1, . . . , xn) â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,

ãäå îòíîøåíèÿ ρ1, . . . , ρm è ôóíêöèè f1, . . . , fm+1 ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâ-

íû, ïðè÷åì íèêàêèå äâà îòíîøåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî èñòèí-

íûìè. Òîãäà ôóíêöèÿ f òàêæå ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g1, . . . , gm � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè
îòíîøåíèé ρ1, . . . , ρm. Òîãäà ôóíêöèþ f ìîæíî îïðåäåëèòü ðàâåíñòâîì

f(x1, . . . , xn) =

= f1(x1, . . . , xn) · g1(x1, . . . , xn) + . . .+ fm(x1, . . . , xn) · gm(x1, . . . , xm)+

+fm+1(x1, . . . , xn) · sg (g1(x1, . . . , xn) + . . .+ gm(x1, . . . , xn)).

Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíà. Óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.

Â òåîðèè ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé äîâîëüíî ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ îïåðà-
öèè îãðàíè÷åííîãî ñóììèðîâàíèÿ∑

i6xn

f(x1, . . . , xn−1, i)

è îãðàíè÷åííîãî ìóëüòèïëèöèðîâàíèÿ∏
i6xn

f(x1, . . . , xn−1, i).

Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèâíîñòè ôóíêöèè f ôóíê-
öèÿ g(x1, . . . , xn−1, xn), ïîëó÷åííàÿ èç ôóíêöèè f ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè
îãðàíè÷åííîãî ñóììèðîâàíèÿ èëè îãðàíè÷åííîãî ìóëüòèïëèöèðîâàíèÿ,
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé. Äëÿ îïåðàöèè îãðàíè÷åííîãî
ñóììèðîâàíèÿ ýòî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè äëÿ
ôóíêöèè g:{

g(x1, . . . , xn−1, 0) = f(x1, . . . , xn−1, 0),
g(x1, . . . , xn−1, xn + 1) = g(x1, . . . , xn−1, xn) + f(x1, . . . , xn−1, xn + 1).

Àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ ïðèìåíèìû â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîãî ìóëüòèï-
ëèöèðîâàíèÿ.

105



Ïðèìåíåíèå îïåðàöèé îãðàíè÷åííîãî ñóììèðîâàíèÿ è îãðàíè÷åííîãî
ìóëüòèïëèöèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò â ðÿäå ñëó÷àåâ çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü
äîêàçàòåëüñòâî ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèâíîñòè íåêîòîðûõ ôóíêöèé. Ïðî-
äåìîíñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðàõ.

Ïóñòü [x/y] åñòü öåëàÿ ÷àñòü îò äåëåíèÿ x íà y, åñëè y 6= 0, è åñòü 0,
åñëè y = 0 (âûáîð ÷èñëà 0 â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè [x/0] ñóùåñòâåí-
íîé ðîëè íå èãðàåò, ñ ðàâíûì óñïåõîì ìîæíî áûëî áû âçÿòü ëþáîå äðó-
ãîå ÷èñëî). Ìû õîòèì óñòàíîâèòü ïðèìèòèâíóþ ðåêóðñèâíîñòü ôóíêöèè
[x/y]. Çàìåòèì, ÷òî ïðè y 6= 0 âåëè÷èíà [x/y] åñòü òàêîå (åäèíñòâåííîå)
÷èñëî i, ÷òî iy 6 x è (i+ 1)y > x. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g1(x, y, i) è g2(x, y, i)
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè îòíîøåíèé iy 6 x è (i+ 1)y > x (îíè, î÷å-
âèäíî, ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíû). Ïîñêîëüêó [x/y] 6 x, ïîëó÷àåì òåïåðü

[x/y] =
∑
i6x

i · g1(x, y, i) · g2(x, y, i).

Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè [x/y] ëåãêî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ rm(x, y), ðàâ-
íóþ îñòàòêó îò äåëåíèÿ x íà y, åñëè y 6= 0, è ðàâíóþ x, åñëè y = 0 (âíîâü
çíà÷åíèå x ïðè y = 0 âûáèðàåì ëèøü äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëåå
ïðîñòóþ ôîðìóëó äëÿ âûðàæåíèÿ ôóíêöèè rm(x, y)). Â ñàìîì äåëå, èìå-
åì

rm(x, y) = x ·− [x/y] · y.
Íàéäåííûé âûøå ïðèåì ïðèìåíèì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèìèòèâíîé

ðåêóðñèâíîñòè åùå äâóõ ôóíêöèé [
√
x] è [log2 x] (çäåñü âíîâü äëÿ ïðî-

ñòîòû ïîëîæèì log2 0 = 0). Åñëè g1(x, i), g2(x, i) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
ôóíêöèè ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ îòíîøåíèé i2 6 x è (i+ 1)2 > x, òî

[
√
x] =

∑
i6x

i · g1(x, i) · g2(x, i).

Àíàëîãè÷íî, åñëè h1(x, i), h2(x, i) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ïðè-
ìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ îòíîøåíèé 2i 6 x è 2i+1 > x, òî

[log2 x] =
∑
i6x

i · h1(x, i) · h2(x, i).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x|y îòíîøåíèå ¾x äåëèò íàöåëî y¿ (îòíîøåíèå 0|y
ñ÷èòàåì èñòèííûì òîëüêî ïðè y = 0). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòíîøåíèå
x|y ýêâèâàëåíòíî îòíîøåíèþ

[y/x] · x = y,
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îòêóäà âûòåêàåò åãî ïðèìèòèâíàÿ ðåêóðñèâíîñòü.
Èñïîëüçóÿ îòíîøåíèå x|y, ïîäñ÷èòàeì êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ÷èñëà x.

Ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ îáîçíà÷èì ÷åðåç d(x). Åñëè g(x, i) � õàðàê-
òåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îòíîøåíèÿ i|x, òî, î÷åâèäíî,

d(x) =
∑
i6x

g(x, i).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pr(x) îòíîøåíèå ¾x åñòü ïðîñòîå ÷èñëî¿. Òîãäà Pr(x)
èñòèííî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà x > 1 è d(x) = 2. Ñëåäîâàòåëü-
íî, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îòíîøåíèÿ Pr(x) ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé îòíîøåíèé x > 1 è d(x) = 2. Îòñþäà âû-
òåêàåò ïðèìèòèâíàÿ ðåêóðñèâíîñòü îòíîøåíèÿ Pr(x).

Ïóñòü a � ïðîñòîå ÷èñëî è expa(x) ðàâíî ïîêàçàòåëþ ÷èñëà a â ðàç-
ëîæåíèè x íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè (ïðè x = 0, 1 çíà÷åíèå expa(x) ìîæíî
âûáðàòü ïðîèçâîëüíî). Äîêàæåì ïðèìèòèâíóþ ðåêóðñèâíîñòü ôóíêöèè
expa(x). Îáîçíà÷èì ÷åðåç g(x, i) õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ îòíîøå-
íèÿ ai|x. Òîãäà

expa(x) =
∑
i6x

g(x, i+ 1).

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

18. Ìîæíî ëè â îïðåäåëåíèè ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè îò-
êàçàòüñÿ îò íåêîòîðûõ ôóíêöèé Ini ?
19. Äîêàçàòü, ÷òî ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ïåðèî-

äè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(x) (ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî d, ÷òî ðàâåíñòâî f(x + d) = f(x)
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî x èç N).
20. Ïóñòü d > 0. Äîêàçàòü, ÷òî êëàññ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ ôóíê-

öèé çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùåãî âàðèàíòà ðåêóðñèè ïî íåñêîëü-
êèì îñíîâàíèÿì:
f(x1, . . . , xn−1, 0) = g0(x1, . . . , xn−1),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f(x1, . . . , xn−1, d) = gd(x1, . . . , xn−1),
f(x1, . . . , xn−1, xn + d+ 1) =

= h(x1, . . . , xn−1, xn, f(x1, . . . , xn), . . . , f(x1, . . . , xn + d)).

21. Ïóñòü P (x1, . . . , xn), Q(x1, . . . , xn) � ìíîãî÷ëåíû ñ íàòóðàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè, à f(x) ðàâíî ÷èñëó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

P (x1, . . . , xn) = Q(x1, . . . , xn)
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ 0 6 x1 6 x, . . . , 0 6 xn 6 x. Äîêàçàòü ïðèìèòèâíóþ
ðåêóðñèâíîñòü ôóíêöèè f(x).
22.Ïóñòü g(x)� ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ, à ôóíêöèÿ f(x, y)

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

f(x, y) =


íàèìåíüøåìó ðåøåíèþ z óðàâíåíèÿ g(z) = y,
íå ïðåâîñõîäÿùåìó x, åñëè òàêîå ðåøåíèå z ñóùåñòâóåò,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíà.
23. Ïóñòü p(x) ðàâíî (x+ 1)-ó ïðîñòîìó ÷èñëó, ò.å. p(0) = 2, p(1) = 3,

p(2) = 5, . . .. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ p(x) ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíà.
24. Ïóñòü f(x) ðàâíî (x+ 1)-ó äåñÿòè÷íîìó ðàçðÿäó ïîñëå çàïÿòîé â

ðàçëîæåíèè ÷èñëà
√

2. Äîêàçàòü ïðèìèòèâíóþ ðåêóðñèâíîñòü ôóíêöèè
f(x).

� 9. Êëàññ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé

Ïðèñòóïèì ê áîëåå äåòàëüíîìó èçó÷åíèþ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûõ ôóíê-
öèé. Ïîñìîòðèì íà ïðèìåðàõ, êàê äåéñòâóåò îïåðàöèÿ ìèíèìèçàöèè.
Ïóñòü g1(x) = x+ 1 è

f1(x) = (µy)(g1(y) = x).

Òîãäà, êàê íåòðóäíî âèäåòü,

f1(x) =

{
x− 1, åñëè x > 0,
íå îïðåäåëåíî, åñëè x = 0.

Ïóñòü g2(x) åñòü ôóíêöèÿ-êîíñòàíòà a è

f2(x) = (µy)(g2(y) = x).

Òîãäà

f2(x) =

{
0, åñëè x = a,
íå îïðåäåëåíî, åñëè x 6= a.

Èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ, åñëè îïåðàöèþ ìèíèìèçàöèè ïðè-
ìåíèòü ê ôóíêöèè f1(x). Èòàê, ïîëîæèì

f3(x) = (µy)(f1(y) = x).
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Òîãäà, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, ôóíêöèÿ f3(x) íå áóäåò îïðåäåëåíà íè ïðè
êàêîì çíà÷åíèè x. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ íèãäå íå îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ.
Îíà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè àëãîðèòìîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì îòìåòèì,
÷òî ïðèìåíåíèå îïåðàöèè ìèíèìèçàöèè äàæå ê âåñüìà ïðîñòûì âñþäó
îïðåäåëåííûì ôóíêöèÿì ìîæåò ïðèâåñòè ê ¾ñóùåñòâåííî¿ ÷àñòè÷íûì
ôóíêöèÿì.

Ðàññìîòðèì åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè ìèíèìè-
çàöèè. Ïóñòü

f4(x) = (µy)(y2 = x), f5(x) = (µy)(2y = x).

Òîãäà

f4(x) =

{ √
x, åñëè x åñòü ïîëíûé êâàäðàò,

íå îïðåäåëåíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

f5(x) =

{
log2 x, åñëè x åñòü ñòåïåíü ÷èñëà 2,
íå îïðåäåëåíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðèìåíåíèå îïåðàöèè ìèíèìèçàöèè ê îäíîé è òîé æå ôóíêöèè, íî ïî
ðàçíûì ïåðåìåííûì, ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûì ðåçóëü-
òàòàì. Òàê, åñëè

f6(x, y) = (µz)(z ·− x = y), f7(x, y) = (µz)(x ·− z = y),

òî

f6(x, y) =

{
0, åñëè y = 0,
x+ y, åñëè y 6= 0,

f7(x, y) =

{
x− y, åñëè x > y,

íå îïðåäåëåíî, åñëè x < y.

Ïîìèìî ôîðìû (4.6) îïåðàöèÿ ìèèíèìèçàöèè ïðèìåíÿåòñÿ åùå â íåñêîëü-
êèõ ôîðìàõ. Ïðèâåäåì äâå èç íèõ:

f(x1, . . . , xn−1) = (µy)(g(x1, . . . , xn−1, y) = 0),

f(x1, . . . , xn−1) = (µy)(g1(x1, . . . , xn−1, y) = g2(x1, . . . , xn−1, y)).

Äîâîëüíî ÷àñòî îïåðàöèþ ìèíèìèçàöèè ïðèìåíÿþò äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà ÷àñòè÷íîé ðåêóðñèâíîñòè ôóíêöèè, çàäàííîé àëãîðèòìîì, ïîñëåäî-
âàòåëüíûå øàãè êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ âåñüìà ïðîñòî. Ïðè ýòîì ÷èñëî
øàãîâ àëãîðèòìà çàðàíåå íå ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíî, íàïðèìåð, ïðèìè-
òèâíî ðåêóðñèâíîé ôóíêöèåé. Òîãäà ìîæíî ïîñòóïèòü òàê: ïîñòóëèðî-
âàòü ñóùåñòâîâàíèå ¾äëèííîé¿ öåïî÷êè ÷èñåë (êîòîðûå ñîäåðæàòåëüíî
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äîëæíû êîäèðîâàòü ðåçóëüòàòû ïîøàãîâîé ðàáîòû àëãîðèòìà) è çàòåì ñ
ïîìîùüþ ïðîñòûõ ôóíêöèé ïðîâåðèòü, ÷òî äàííàÿ öåïî÷êà äåéñòâèòåëü-
íî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, âûòåêàþùèì èç îïèñàíèÿ àëãîðèòìà. Ïðè
ýòîì ¾äëèííóþ¿ öåïî÷êó ÷èñåë ìîæíî áóäåò ïðåäñòàâèòü îäíèì ÷èñëî,
à ñóùåñòâîâàíèå ýòîãî ÷èñëà âîçüìåò íà ñåáÿ îïåðàöèÿ ìèíèìèçàöèè.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ýòîãî ïðèåìà ìû ïðèâåäåì íàáðîñîê äîêàçà-
òåëüñòâà ÷àñòè÷íîé ðåêóðñèâíîñòè âñþäó îïðåäåëåííîé ôóíêöèè F (x, y),
çàäàííîé ñ ïîìîùüþ íåïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè. Ýòà ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ
ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé, îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà äîñòàòî÷-
íî ãðîìîçäêî, è ìû åãî íå ïðèâîäèì.

Èòàê, ïóñòü ôóíêöèÿ F (x, y) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:

F (0, y) = y + 2, F (x+ 1, 0) = 1,

F (x+ 1, y + 1) = F (x, F (x+ 1, y)). (4.20)

Óáåäèìñÿ, ïðåæäå âñåãî, ÷òî ðàâåíñòâà (4.20) äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëÿþò
åäèíñòâåííóþ ôóíêöèþ F (x, y).

Â ñàìîì äåëå, åñëè x = 0 èëè y = 0, òî çíà÷åíèÿ F (x, y) îäíîçíà÷íî
íàõîäÿòñÿ èç ïåðâîãî èëè âòîðîãî ðàâåíñòâ ñèñòåìû (4.20). Ðàññìîòðèì
äàëåå çíà÷åíèÿ F (1, y + 1). Ïîëüçóÿñü òðåòüèì è ïåðâûì ðàâåíñòâàìè,
íàõîäèì, ÷òî

F (1, y + 1) = F (0, F (1, y)) = F (1, y) + 2.

Ýòè ðàâåíñòâà âìåñòå ñ ðàâåíñòâîì F (1, 0) = 1 äàþò ñõåìó ïðèìèòèâíîé
ðåêóðñèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f1(y) = F (1, y):{

f1(0) = 1,
f1(y + 1) = f1(y) + 2.

Ïîíÿòíî, ÷òî
f1(y) = F (1, y) = 2y + 1.

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå f2(y) = F (2, y), òî ðàâåíñòâà (4.20) âìåñòå ñ
óñòàíîâëåííûì ñîîòíîøåíèåì F (1, y) = 2y + 1 ïðèâîäÿò ê ñõåìå ïðèìè-
òèâíîé ðåêóðñèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f2(y):{

f2(0) = 1,
f2(y + 1) = 2f2(y) + 1.

Èç íåå íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî

f2(y) = 2(. . . 2(2︸ ︷︷ ︸
y

·1 + 1) + 1 + . . .) + 1 = 2y + 2y−1 + . . .+ 20 = 2y+1 − 1.
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Èòàê,
F (2, y) = 2y+1 − 1.

Ïðîäîëæàÿ â òîì æå äóõå è ââîäÿ îáîçíà÷åíèå f3(y) = F (3, y), áóäåì
èìåòü ñõåìó ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f3(y):{

f3(0) = 1,

f3(y + 1) = f2(f3(y)) = 2f3(y)+1 − 1.

Âîîáùå, ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè (îáû÷íàÿ èíäóêöèÿ ïî x), ìîæíî
óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî x ôóíêöèÿ fx+1(y) =
F (x + 1, y) (êàê ôóíêöèÿ îò y) ÿâëÿåòñÿ èòåðàöèåé ôóíêöèè fx(y) â
òî÷êå 1. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ íàâîäÿò íà ìûñëü, ÷òî ôóíêöèÿ F (x, y) ðàñ-
òåò ñëèøêîì áûñòðî, ÷òîáû áûòü ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé ôóíêöèåé.
Âìåñòå ñ òåì äîñòàòî÷íî ïîíÿòíî, ÷òî ôóíêöèÿ F (x, y) àëãîðèìè÷åñêè
âû÷èñëèìà � âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ (4.20) íåòðóäíî çàïðîãðàììèðîâàòü
íà ìàøèíå Òüþðèíãà.

Èòàê, îáðàòèìñÿ ê ïðîöåññó âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè F (x, y). Ïóñòü x > 0
è y > 0. ×òîáû íàéòè çíà÷åíèå F (x, y), íàì íåîáõîäèìî ñîãëàñíî ðà-
âåíñòâàì (4.20) èìåòü îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè F â
òî÷êàõ (s, v), ãäå ëèáî s < x è, âîîáùå ãîâîðÿ, v > y, ëèáî s = x è
v < y. Çàðàíåå ìû íå ìîæåì ñêàçàòü, äëÿ êàêèõ èìåííî òî÷åê ïîòðå-
áóþòñÿ èìåòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè F . Ïîýòîìó çàïèøåì èõ ïîêà â âèäå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íåîïðåäåëåííûìè âåëè÷èíàìè v0, . . . , vx−1:

F (0, 0), F (0, 1), . . . , F (0, v0); F (1, 0), F (1, 1), . . . , F (1, v1); . . . ;

F (x−1, 0), F (x−1, 1), . . . , F (x−1, vx−1); F (x, 0), F (x, 1), . . . , F (x, y−1).
(4.21)

×àñòü çíà÷åíèé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (4.21) äàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ðà-
âåíñòâàìè (4.20). Èìåííî

F (0, 0) = 2, F (0, 1) = 3, . . . , F (0, v0) = v0 + 2,

F (1, 0) = F (2, 0) = . . . = F (x, 0) = 1. (4.22)

×òî êàñàåòñÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé, òî äëÿ èõ ïîëó÷åíèÿ íàì ïðèäåòñÿ
âîñïîëüçîâàòüñÿ òðåòüèì èç ðàâåíñòâ (4.20).

Èòàê, íàéòè çíà÷åíèå F (x, y) ìîæíî, åñëè ïðåäâàðèòåëüíî ñîçäàòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (4.21) ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè (è ïîêà íåîïðåäåëåííû-
ìè) âåëè÷èíàìè v0, . . . , vx−1, â êîòîðîé ÷àñòü çíà÷åíèé èçâåñòíà è äàåòñÿ
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ðàâåíñòâàìè (4.22), à îñòàëüíàÿ ÷àñòü çíà÷åíèé îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðñèâ-
íî ñ èñïîëüçîâàíèåì òðåòüåãî èç ðàâåíñòâ (4.20) (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî çíà÷åíèÿ F (x, y − 1) è F (x− 1, F (x, y − 1)) ïðè-
ñóòñòâóþò â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (4.21)).

Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4.21) âõîäèò ñèìâîë ôóíêöèè F . Òåì ñàìûì
ìû êàê áû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íóæíûå íàì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè F óæå
íàéäåíû. Îäíàêî ýòî íå òàê. Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4.21) èìååò
ñìûñë ïåðåïèñàòü íåñêîëüêî èíà÷å:

(0, 0, b00), (0, 1, b01), . . . , (0, v0, b0v0); (1, 0, b10), (1, 1, b11), . . . , (1, v1, b1v1); . . .

. . . ; (x− 1, 0, bx−1,0), (x− 1, 1, bx−1,1), . . . , (x− 1, vx−1, bx−1,vx−1);

(x, 0, bx0), (x, 1, bx1), . . . , (x, y − 1, bx,y−1). (4.23)

Â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñëà b00, b01, . . . , b0v0 è b10, . . . , bx−1,0 îïðå-
äåëÿþòñÿ ñîãëàñíî ïåðâûì äâóì ðàâåíñòâàì (4.20), à îñòàëüíûå ÷èñëà
� ñ èñïîëüçîâàíèåì òðåòüåãî ðàâåíñòâà (4.20). Íàáîðû èç òðîåê ÷èñåë,
ñîñòàâëÿþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4.23), ìû çàêîäèðóåì äàëåå ÷èñëà-
ìè èç N (î ñïîñîáå êîäèðîâàíèÿ ÷óòü ïîçæå). Â ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîäîâ

c00, c01, . . . , c0v0; c10, c11, . . . , c1v1; . . . ; cx−1,0, cx−1,1, . . . , cx−1,vx−1;

cx0, cx1, . . . , cx,y−1. (4.24)

Íàêîíåö, ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêæå çàêîäèðóåì îäíèì ÷èñëîì d (ñïî-
ñîá êîäèðîâàíèÿ ïîêà îñòàâëÿåì â ñòîðîíå).

Òåïåðü äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ F (x, y) ñëåäóåò íàéòè íàèìåíüøåå
÷èñëî d, êîòîðîå åñòü êîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà (4.24), â êîòîðîé ÷èñ-
ëà cij â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿþòñÿ êîäàìè òðîåê (i, j, bij). Äàííûå òðîéêè
äîëæíû îáðàçîâûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4.23), ýëåìåíòû êîòîðîé ïîä-
÷èíÿþòñÿ èçâåñòíûì íàì ñîîòíîøåíèÿì.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñâîéñòâî ÷èñëà d, êîòîðîå èçëîæåíî â ïðåäû-
äóùåì àáçàöå, âûðàçèìî ñ ïîìîùüþ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè.
Ðàçóìååòñÿ, íà ýòîì ïóòè åñòü îïðåäåëåííûå òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè (íî
ìû íå îñòàíàâëèâàåìñÿ íà èõ ðàçðåøåíèè, ïîñêîëüêó â ñëåäóþùåì ïà-
ðàãðàôå áóäåò èçëîæåíî ðåøåíèå áîëåå îáùåé çàäà÷è). Òåì íå ìåíåå
ïðåäëîæåííûé ïóòü äîêàçàòåëüñòâà ÷àñòè÷íîé ðåêóðñèâíîñòè ôóíêöèè
F (x, y) ïðåäñòàâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå äîñòóïíûõ.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âîïðîñó î êîäèðîâàíèè òðîåê. Ñíà÷àëà îïðåäå-
ëèì ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ, êîäèðóþùóþ ïàðû. Â êà÷åñòâå
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òàêîé ôóíêöèè âîçüìåì ôóíêöèþ

c(x, y) = (x+ y)2 + x.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ c èíúåêòèâíà. Âìåñòå ñ òåì ôóíêöèÿ
c ïðèíèìàåò äàëåêî íå âñå çíà÷åíèÿ èç N . Èìåííî, ïðè ëþáûõ x, y â åå
îáëàñòü çíà÷åíèé íå âõîäÿò ÷èñëà

(x+ y)2 + x+ 1, . . . , (x+ y)2 + 2x+ 2y.

Òåì íå ìåíåå ïî êîäó v = c(x, y) ïàðû (x, y) äîâîëüíî ïðîñòî âû÷èñ-
ëèòü ýëåìåíòû x è y. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâ-
íûõ ôóíêöèé l(v) è r(v):

l(v) = v ·− [
√
v]2, r(v) = [

√
v] ·− l(v).

Êîäèðîâàíèå òðîåê ìîæíî îñóùåñòâèòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè

c3(x, y, z) = c(c(x, y), z).

¾Îáðàòíûìè¿ ôóíêöèÿìè, äîñòàâëÿþùèìè ïî êîäó v = c3(x, y, z) êîìïî-
íåíòû x, y, z, áóäóò ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé l è r: ñîîòâåòñòâåííî l(l(v)),
r(l(v)) è r(v).

Âîîáùå, ïðè ëþáîì n > 3 êîäèðîâàíèå n-îê ìîæíî âûïîëíèòü ñ ïî-
ìîùüþ ôóíêöèè cn(x1, . . . , xn), ãäå

c2(x1, x2) = c(x1, x2), c
n+1(x1, . . . , xn+1) = c(cn(x1, . . . , xn), xn+1).

Åñëè v = cn(x1, . . . , xn), òî

x1 = l(. . . l︸ ︷︷ ︸
n−1

(v) . . .), x2 = r(l(. . . l︸ ︷︷ ︸
n−2

(v) . . .)), . . . , xn−1 = r(l(v)), xn = r(v).

Äëÿ êîäèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (4.24) îäíèì ÷èñëîì d òàêæå
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîäõîäÿùóþ ôóíêöèþ cn. ×òîáû ïðè äåêîäèðîâà-
íèè èçáåæàòü ìíîãîêðàòíûõ ñóïåðïîçèöèé ôóíêöèè l, îïðåäåëèì ïðè-
ìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè l′ è l1:{

l′(v, 0) = v,
l′(v, i+ 1) = l(l′(v, i)),

l1(v, i) = r(l′(v, i)).

Åñëè òåïåðü v = cn+1(an, . . . , a0), òî ïðè ëþáîì i < n áóäåì èìåòü
l1(v, i) = ai.
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ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

25. Äîêàçàòü, ÷òî ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè ìèíèìèçàöèè ê
âñþäó îïðåäåëåííîé ôóíêöèè åñòü ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ õîòÿ áû â
îäíîé òî÷êå.
26. Ïðèìåíèòü îïåðàöèþ ìèíèìèçàöèè ê ôóíêöèÿì x+ y, x · y, x− y

(çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè íå îïðåäåëåíî, åñëè x < y) è x/y (çíà÷åíèå ýòîé
ôóíêöèè ñ÷èòàåì íåîïðåäåëåííûì, åñëè ëèáî y = 0, ëèáî y 6= 0 è x íå
ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì y).
27. Ïîäîáðàòü òàêèå ôóíêöèè g1(x, y), g2(x, y), ÷òîáû ïðèìåíåíèå ê

íèì îïåðàöèè ìèíèìèçàöèè äàâàëî ôóíêöèè x+ y è x · y.
28. Ïóñòü a1, . . . , as � ðàçëè÷íûå ÷èñëà èç N è

f(x) =

{
1, åñëè x ∈ {a1, . . . , as},
íå îïðåäåëåíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíà.
29. Äîêàçàòü ÷àñòè÷íóþ ðåêóðñèâíîñòü ôóíêöèè g(x), åñëè

g(x) =

{
0, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå i, ÷òî l1(x, i) = 1,
íå îïðåäåëåíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

30. Äîâåñòè äî êîíöà äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè÷íîé ðåêóðñèâíîñòè ôóíê-
öèè F (x, y).
31. Ðàçðàáîòàòü òàêóþ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíóþ íóìåðàöèþ ïàð, ÷òî-

áû êàæäîå ÷èñëî èç N áûëî íîìåðîì ðîâíî îäíîé ïàðû.

� 10. ×àñòè÷íàÿ ðåêóðñèâíîñòü âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé.
Ôîðìóëà Êëèíè

Â � 4 ìû äîêàçàëè, ÷òî âñÿêàÿ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ âû-
÷èñëèìà íà ìàøèíå Òüþðèíãà. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû óñòàíîâèì, ÷òî
Fâû÷ ⊆ F÷ð.

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî îïðåäåëèì ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ θn,
êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò íóìåðîâàòü îñíîâíîé êîä n-êè ÷èñåë íà ëåíòå ìàøè-
íû Òüþðèíãà. Èòàê, ïóñòü θn(x1, . . . , xn) åñòü ÷èñëî, äâîè÷íàÿ çàïèñü
êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñíîâíîé êîä íàáîðà (x1, . . . , xn) (êðàéíèé
ëåâûé è êðàéíèé ïðàâûé ñèìâîëû ýòîé çàïèñè ñóòü 1). Äëÿ ôóíêöèè θ1

èìååì ñëåäóþùóþ ïðèìèòèâíóþ ðåêóðñèþ:{
θ1(0) = 1,
θ1(x+ 1) = 2θ1(x) + 1.
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Ôóíêöèÿ θn îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ θn−1 ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ïðè-
ìèòèâíîé ðåêóðñèè:{

θn(x1, . . . , xn−1, 0) = 4θn−1(x1, . . . , xn−1) + 1,
θn(x1, . . . , xn−1, xn + 1) = 2θn(x1, . . . , xn) + 1.

Òåîðåìà 4.6 (ôîðìóëà Êëèíè) Äëÿ ëþáîé âû÷èñëèìîé (íà ìàøèíå
Òüþðèíãà) ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) íàéäóòñÿ òàêèå ïðèìèòèâíî ðåêóð-

ñèâíûå ôóíêöèè G(x1, . . . , xn, y) è Hf(x1, . . . , xn, y), ÷òî èìååò ìåñòî

ïðåäñòàâëåíèå

f(x1, . . . , xn) = G(x1, . . . , xn, (µy)(Hf(x1, . . . , xn, y) = 0)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàøèíà ÒüþðèíãàM ïðàâèëüíî âû÷èñëÿåò
ôóíêöèþ f . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîãðàììà ìàøèíû M ïðåîáðà-
çîâàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè ïîïàäàíèè â çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå
q0 ìàøèíàM îñòàåòñÿ â ýòîì ñîñòîÿíèè, íå ñäâèãàåò ãîëîâêó íà ëåíòå è
íå ìåíÿåò ñèìâîëà, îáîçðåâàåìîãî ãîëîâêîé (ìû òàê óæå ïîñòóïàëè ïðè
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Êóêà â � 7).

Ïîëîæèì x = (x1, . . . , xn). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìå-
íè t â âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ f(x) íà ìàøèíåM. Ïóñòü ìàøèíàM â ýòîò
ìîìåíò íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè qi, ñëåâà îò ãîëîâêè ðàñïîëàãàåòñÿ ÷àñòü
ëåíòû Lt, ñïðàâà � ÷àñòü Rt (ãîëîâêà íàõîäèòñÿ â ïåðâîé êëåòêå ÷àñòè
Rt). Îáîçíà÷èì ÷åðåç l(x, t) ÷èñëî, äâîè÷íàÿ çàïèñü êîòîðîãî ïðåäñòàâëå-
íà â ÷àñòè Lt (åñëè â Lt íåò åäèíèö, òî ïîëàãàåì l(x, t) = 0). Àíàëîãè÷íîå
îáîçíà÷åíèå r(x, t) ââîäèì äëÿ ÷èñëà, ïðåäñòàâëåííîãî â ÷àñòè Rt, îäíà-
êî çäåñü ïî òåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì íàì óäîáíî ÷èòàòü äâîè÷íóþ çàïèñü
ñëåâà íàïðàâî (ìëàäøèé ðàçðÿä äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà r(x, t) ðàñïîëî-
æåí â ñàìîé ëåâîé êëåòêå ÷àñòè Rt). Ïîëîæèì òàêæå q(x, t) = i.

Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 áóäåì èìåòü

l(x, 0) = 0, r(x, 0) = θn(xn, . . . , x1), q(x, 0) = 1.

Òðîéêó ÷èñåë l(x, t), r(x, t), q(x, t) çàïèøåì â âèäå îäíîãî ÷èñëà

Code(x, t) = c3(l(x, t), r(x, t), q(x, t)),

êîòîðîå áóäåì ñ÷èòàòü êîäîì êîíôèãóðàöèè ìàøèíû M â ìîìåíò âðå-
ìåíè t.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ(x) ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ ÷èñëà x âèäà 2y− 1, ãäå
y > 0, ðàâíà y − 1. Òîãäà ôóíêöèþ f ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(x1, . . . , xn) = ρ(r(l(Code(x, (µy)(r(Code(x, t)) = 0))))).
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Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà, åñëè ìû óñòàíî-
âèì ïðèìèòèâíóþ ðåêóðñèâíîñòü ôóíêöèé Code è ρ.

Â êà÷åñòâå ôóíêöèè ρ(x) ìîæíî âçÿòü ôóíêöèþ [log2(x+1)] ·−1. Ôóíê-
öèþ Code îïðåäåëèì ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèåé ïî t. Èìååì

Code(x, t) = c3(0, θn(xn . . . , x1), 1).

×òîáû âûðàçèòü çíà÷åíèå Code(x, t+ 1) ÷åðåç çíà÷åíèå Code(x, t), îïðå-
äåëèì ñíà÷àëà âåëè÷èíû l(x, t), r(x, t) è q(x, t):

l(x, t) = l(l(Code(x, t))), r(x, t) = r(l(Code(x, t))), q(x, t) = l(Code(x, t)).

Çàòåì íàéäåì çíà÷åíèå ïåðâîãî ðàçðÿäà â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ÷èñëà
r(x, t). Ýòî áóäåò

ν(x, t) = rm(r(x, t), 2).

Åñëè
a = ν(x, t), i = q(x, t),

òî íàõîäèì â ïðîãðàììå ìàøèíûM êîìàíäó

aqi → bDqj,

ãäå D ∈ {L,R, S}. Äàëåå â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷åíèÿìè b,D, j îïðåäåëÿ-
åì çíà÷åíèÿ l(x, t+1), r(x, t+1) è q(x, t+1). Î÷åâèäíî, ÷òî q(x, t+1) = j.
Åñëè D = S, òî l(x, t+ 1) = l(x, t) è

r(x, t+ 1) = (r(x, t) ·− ν(x, t)) + b.

Ïóñòü D = L. Òîãäà

l(x, t+ 1) =
[
l(x,t)

2

]
,

r(x, t+ 1) = 2((r(x, t) ·− ν(x, t)) + b) + rm(l(x, t), 2).

Àíàëîãè÷íî, åñëè D = R, òî

l(x, t+ 1) = 2l(x, t) + b,

r(x, t+ 1) =
[
r(x,t)

2

]
.

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíó Code(x, t+1) ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå

Code(x, t+ 1) =
∑

sg|a− ν(x, t)| · sg|i− l(Code(x, t))|·
·c3(l(x, t+1), r(x, t+1), q(x, t+1)),
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ãäå (êîíå÷íàÿ) ñóììà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî âñåì íàáîðàì (a, i), à âåëè÷è-
íû l(x, t + 1), r(x, t + 1) è q(x, t + 1) îïðåäåëÿþòñÿ, êàê óêàçàíî âûøå.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç òåîðåì 4.1 è 4.6 âûòåêàåò âàæíîå ñëåäñòâèå.

Òåîðåìà 4.7. Êëàññû Fâû÷ è F÷ð ñîâïàäàþò.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

32. Èñïîëüçóÿ èäåþ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 10.6, ïîêàçàòü, ÷òî õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè (àðèôìåòè÷åñêèõ) îòíîøåíèé èç êëàññà P
ÿâëÿþòñÿ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûìè. Ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò
äëÿ îòíîøåíèé êëàññà NP.
33. Ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 10.6 äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå íåïóñòîå ìíî-

æåñòâî ÷èñåë, ïåðå÷èñëèìîå (âîçìîæíî, ñ ïîâòîðåíèÿìè) ÷àñòè÷íî ðå-
êóðñèâíîé ôóíêöèåé, ïåðå÷èñëèìî òàêæå ïîäõîäÿùåé ïðèìèòèâíî ðå-
êóðñèâíîé ôóíêöèåé.

Îòâåòû, ðåøåíèÿ, óêàçàíèÿ

Ãëàâà 1.
1. Îòâåò:

∑n
i=0(−1)i

(
n
i

)
kk

n−i
. Èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï âêëþ÷åíèÿ-èñê-

ëþ÷åíèÿ. Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñóììû (ïîëàãàåì (−1)0 = 1) åñòü kk
n

� ÷èñëî
âñåõ ôóíêöèé â P (n)

k . Èç íåãî âû÷èòàåòñÿ n ÷èñåë âèäà kk
n−1
, êàæäîå èç

íèõ åñòü êîëè÷åñòâî ôóíêöèé èç P (n)
k , íå çàâèñÿùèõ ñóùåñòâåííî îò ôèê-

ñèðîâàííîé ïåðåìåííîé. Ïîñêîëüêó ýòè ìíîæåñòâà ïåðåñåêàþòñÿ, äàëåå
íåîáõîäèìî äîáàâèòü

(
n
2

)
ñëàãàåìûõ âèäà kk

n−2
, êîòîðûå ¾îòâå÷àþò¿ çà

ìíîæåñòâà ôóíêöèé, íå çàâèñÿùèõ ñóùåñòâåííî îò ôèêñèðîâàííûõ äâóõ
ïåðåìåííûõ, è ò.ä.
2. Èìååì k−1 = J1(1), 0 = J1(k−1). Ôóíêöèÿ f1(x) = max(1, x, J1(x),

. . . , Jk−2(x)) ðàâíà 1 ïðè x = 0 è ðàâíà k−1 ïðè x 6= 0. Ïîýòîìó J0(x) =
J1(f1(x)). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåì f2(x) = max(J0(x), . . . , Jk−2(x)) è ïî-
ëó÷àåì Jk−1(x) = J0(f2(x)).
3. Èìååì 0 = x ·−x, min(x, y) = x ·−(x ·−y). Èç êîíñòàíòû 0 ñ ïîìîùüþ

ôóíêöèè x̄ ïîëó÷àåì îñòàëüíûå êîíñòàíòû. Äàëåå, ∼ x = (k − 1) ·−
x, max(x, y) =∼ min(∼ x,∼ y). Ôóíêöèÿ f(x) = 1 ·− (1 ·− x) ðàâíà 0 ïðè
x = 0 è ðàâíà 1 ïðè x 6= 0. Ïîýòîìó ôóíêöèþ J0(x) ìîæíî ïîëó÷èòü
ïîñëåäîâàòåëüíûì âû÷èòàíèåì (ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè ·−) k − 1 ðàç èç
êîíñòàíòû k − 1 ôóíêöèè f(x). Òåïåðü ïðè i 6= 0 ïîëó÷àåì Ji(x) =
J0(x+ k − i).
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4. Èìååì 0 = min(x, x + 1, . . . , x + k − 1). Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè x̄ èç
êîíñòàíòû 0 ïîëó÷àåì îñòàëüíûå êîíñòàíòû. Ôóíêöèÿ f0(x) = min(x +
1, . . . , x + k − 1) + k − 1 ðàâíà 0 ïðè x = 0 è ðàâíà k − 1 ïðè x 6= 0.
Ïðè 1 6 i 6 k − 1 îáðàçóåì ôóíêöèè fi(x) = f0(x + k − i), îáëàäàþ-
ùèå àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè. Ïîýòîìó ïðè ëþáîì l ∈ Ek áóäåì èìåòü
Jl(x) = mini6=l(fi(x)). Ïðè l 6= 0 ôóíêöèÿ fi,l(x) = min(l, fi(x)) ðàâ-
íà 0 ïðè x = i è ðàâíà l ïðè x 6= i, à ôóíêöèÿ gi,l,s(x) = fi,l(x) + s
� ñîîòâåòñòâåííî s è l + s (mod k). Âûáèðàÿ l = k − 1 − s, ïîëó-
÷àåì ôóíêöèþ hi,s(x), êîòîðàÿ ðàâíà s ïðè x = i è ðàâíà k − 1 ïðè
x 6= i. Òåïåðü èìååì ∼ x = min(h0,k−1(x), h1,k−2(x), . . . , hk−1,0(x)). Íàêî-
íåö, max(x, y) =∼ min(∼ x,∼ y).
5. Äàííóþ ñèñòåìó ñâåäåì ê ñèñòåìå {j0(x), x+y}. Çàìåòèì, ÷òî ñóììà

k−1 ñëàãàåìûõ Ji(x) äàåò ôóíêöèþ ji(x). Èç ôóíêöèé 1 è x+y ïîëó÷àåì
ôóíêöèþ x+ i. Ïðè i 6= 0 èìååì j0(x) = ji(x+ i).
6. Èìååì (k − 1)2 = 1. Ôóíêöèÿ fi,s(x) = s · (k − 1) · Ji(x) ðàâíà s

ïðè x = i è ðàâíà 0 ïðè x 6= i. Èç ôóíêöèé fi,s ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè max
ìîæíî ¾ñîáðàòü¿ ëþáóþ îäíîìåñòíóþ ôóíêöèþ, â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèþ
∼ x.
7. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, êàê ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ ôóíêöèþ f(x1, . . . ,

xn) èç Pk, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò ëèøü çíà÷åíèÿ 0,1. Ôóíêöèÿ ji1(x1) · . . . ·
jin(xn) (ïîëó÷àåìàÿ ñóïåðïîçèöèÿìè ôóíêöèé çàäàííîé ñèñòåìû) ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèå 1 íà íàáîðå (i1, . . . , in) è çíà÷åíèå 0 íà îñòàëüíûõ íà-
áîðàõ. Ôóíêöèÿ d(x1, x2) = j0(j0(x1) · j0(x2)) íà ìíîæåñòâå E2

2 ñîâïàäà-
åò ñ äèçúþíêöèåé. Ïîýòîìó ôóíêöèþ f ìîæíî ¾ñîáðàòü¿ èç ôóíêöèé
âèäà ji1(x1) · . . . · jin(xn) ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè d. Ïðåäïîëîæèì äàëåå,
÷òî ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò ëèøü çíà÷åíèÿ èç E3. Îïðåäåëÿåì ôóíêöèè
f1(x1, . . . , xn) = j̄0(f(x1, . . . , xn)) è f2(x1, . . . , xn), êîòîðàÿ ðàâíà 1, åñëè
f ðàâíà 2, è ðàâíà 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Òîãäà ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâè-
ìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé f1(x1, . . . , xn) è f2(x1, . . . , xn) + 1. Ýòîò
ïðîöåññ ïîâòîðÿåì â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò ëèøü çíà÷åíèÿ
èç ìíîæåñòâà E4, è ò.ä.
8.Êàæäàÿ èç äâóìåñòíûõ ôóíêöèé âìåñòå ñ ìíîæåñòâîì P (1)

k îáðàçóåò
ïîëíóþ â Pk ñèñòåìó. Ïîýòîìó àëãîðèòìîì äîñòàòî÷íî ïîðîæäàòü ëèøü
âñå îäíîìåñòíûå ôóíêöèè èç çàìûêàíèÿ èññëåäóåìîé ñèñòåìû.
9. Âûïèøåì âñå ìíîæåñòâà Gi äëÿ ñëó÷àÿ k = 2: {e2

1, e
2
2} (äàëåå â

öåëÿõ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ôóíêöèè e2
1, e

2
2 â ìíîæåñòâàõ Gi íå ïðèâîäèì),

{0}, {1}, {0, 1}, {ē2
1, ē

2
2}, {0, 1, ē2

1, ē
2
2}, {x∨y}, {xy}, {x∨y, xy}, {0, x∨y},

{0, xy}, {0, x∨y, xy}, {0, x⊕y}, {0, xy, xȳ, x̄y}, {0, x∨y, xy, x⊕y, xȳ, x̄y},
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{1, x ∨ y}, {1, xy}, {1, x ∨ y, xy}, {1, x ⊕ y ⊕ 1}, {1, x ∨ y, x ∨ ȳ, x̄ ∨ y},
{1, x∨ y, xy, x⊕ y⊕1, x∨ ȳ, x̄∨ y}, {0, 1, x∨ y}, {0, 1, xy}, {0, 1, x∨ y, xy},
{0, 1, ē2

1, ē
2
2, x ⊕ y, x ⊕ y ⊕ 1}. Äîâîëüíî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìíîæåñòâà

{ē2
1, ē

2
2}, {0, x ∨ y, xy, x ⊕ y, xȳ, x̄y}, {1, x ∨ y, xy, x ⊕ y ⊕ 1, x ∨ ȳ, x̄ ∨ y},

{0, 1, x ∨ y, xy}, {0, 1, ē2
1, ē

2
2, x ⊕ y, x ⊕ y ⊕ 1} îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâåí-

íî èçâåñòíûå êëàññû S, T0, T1,M,L. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà �
îïðåäåëåíèå âñåõ îñòàëüíûõ êëàññîâ F ′i è ïðîâåðêà èõ íà âêëþ÷åíèå �
ñðàâíèòåëüíî òðóäíàÿ çàäà÷à. Íàïðèìåð, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæå-
ñòâî {0, 1, ē2

1, ē
2
2} îïðåäåëÿåò êëàññ âñåõ ôóíêöèé, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ

íå áîëåå ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííûé (åñëè ôóíêöèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò
áîëåå ÷åì îò äâóõ ïåðåìåííûõ, òî èç íåå ïîäñòàíîâêîé êîíñòàíò 0,1 è
ôóíêöèé e2

1, e
2
2 ìîæíî ïîëó÷èòü ôóíêöèþ, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùóþ ðîâíî

îò äâóõ ïåðåìåííûõ). Ýòîò êëàññ, êîíå÷íî, öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â êëàññå
L ëèíåéíûõ ôóíêöèé. Ìíîæåñòâî {0, x∨ y, xy} îïðåäåëÿåò (çàìêíóòûé)
êëàññ âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó 0, ò.å. êëàññ
M ∩ T0. Ìíîæåñòâî {0, 1, x ∨ y} îïðåäåëÿåò êëàññ âñåõ äèçúþíêöèé, ò.å.
êëàññ âñåõ ôóíêöèé, èìåþùèõ âèä a0 ∨ a1x1 ∨ . . . ∨ anxn, ãäå êîýôôè-
öèåíòû a0, a1, . . . , an íåçàâèñèìûì îáðàçîì ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç E2.
Ýòîò êëàññ, ðàçóìåååòñÿ, öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â êëàññå M ìîíîòîííûõ
ôóíêöèé.
10. Óêàçàíèå: âñÿêèé çàìêíóòûé êëàññ èç F , ñîäåðæàùèé áåñêîíå÷íîå

÷èñëî ôóíêöèé fn, ñîâïàäàåò ñ êëàññîì F .
11. Ñëåäóåò îáúåäèíèòü êîíñòðóêöèè èç òåîðåì 1.6 è 1.7. Îïðåäåëèì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {f0, f1, . . .} àíàëîãè÷íî ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè èç òåîðåìû 1.6, íî ñ çàìåíîé 1 íà 3. Åñëè {n1, n2, . . .} � ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ÷èñåë, áîëüøèõ 1, òî îïðåäåëèì F êàê çàìûêàíèå ñèñòåìû
ôóíêöèé, ñîñòîÿùåé èç ôóíêöèé f0, f1, . . . è gn1, gn2, . . .. Íåòðóäíî ïîêà-
çàòü, ÷òî êëàññ F ñîñòîèò èç ôóíêöèé f0, f1, . . . è ôóíêöèé, îáðàçîâàííûõ
ñóïåðïîçèöèÿìè ôóíêöèé gn1, gn2, . . .. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êëàññ F èìååò
áàçèñ B. Óñòàíàâëèâàåì, ÷òî áàçèñ B ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó ôóíêöèþ
fn, ãäå n 6= 0. Òàê æå, êàê â òåîðåìå 1.6, óáåæäàåìñÿ, ÷òî â áàçèñ B
íå ìîãóò âõîäèòü äâå ðàçëè÷íûå ôóíêöèè fm, fn, ãäå m,n 6= 0. Åñëè â
áàçèñ B âõîäèò òîëüêî îäíà ôóíêöèÿ fm, ãäå m 6= 0, òî, êàê íåòðóäíî
ïîêàçàòü, èç ôóíêöèé áàçèñà B íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü ôóíêöèþ fn, ãäå
n > m. Òàêèì îáðàçîì, êëàññ F íå èìååò áàçèñà. ×òîáû çàâåðøèòü ðå-
øåíèå çàäà÷è, îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïðè n /∈ {n1, n2, . . .} ôóíêöèÿ gn íå
âõîäèò â êëàññ F . Â ñàìîì äåëå, ôóíêöèÿ gn íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâà-
íà ôîðìóëîé âèäà fm(Φ1, . . . ,Φm), ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ fm íå ïðèíèìàåò
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çíà÷åíèå 1. Òî, ÷òî ôóíêöèÿ gn íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ôîðìóëîé
âèäà gni(Φ1, . . . ,Φni), äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê â òåîðåìå 1.7.

Ãëàâà 2.
1.

q1

q2

q3

q4

a1

a2

a1

a2

a2
a1

a2 a1

2. Â ïï. a)�d) ìíîæåñòâî F åñòü ñîîòâåòñòâåííî {q2, q4}, {q4}, {q3}, {q3}.

q1

q2

q3 q4

q5

a1

a2

a1, a2

a1

a2 a1, a2

a1, a2

a)

q1 q2 q3 q4 q5
a1, a2 a1, a2 a1, a2 a1, a2

a1, a2

b)

q4 q1 q2 q3a1, a2
a2 a1 a2

a1

a1, a2

c)
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q1 q2 q3a2

a1

a2

a1 a1

a2

d)

e) Ïî àíàëîãèè ñ ïï. c) è d).
3. a) Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñëîâ ā, b̄ â àëôàâèòå {a1, a2} ïîëàãàåì ā ∼ b̄

â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ëèáî ā = b̄ = Λ, ëèáî ā 6= Λ è b̄ 6= Λ.
Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå {a1, a2} ðàçáèâàåòñÿ íà äâà êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè, îäèí èç êîòîðûõ åñòü {Λ}.
b) Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñëîâ ā, b̄ ïîëàãàåì ā ∼ b̄ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà ëèáî ā = b̄ = Λ, ëèáî ā = b̄ = a1, ëèáî ā, b̄ � ñëîâà, îòëè÷íûå îò Λ
è a1. Ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå {a1, a2} ïðè ýòîì ðàçáèâàåòñÿ íà
òðè êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè, îäèí èç êîòîðûõ åñòü {a1}.
c) Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñëîâ ā, b̄ ïîëàãàåì ā ∼ b̄ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà ëèáî ā = b̄ = Λ, ëèáî ā, b̄ � áóêâû àëôàâèòà {a1, a2} (âîçìîæíî,
ðàçëè÷íûå), ëèáî ā, b̄ � ñëîâà äëèíû, íå ìåíüøåé äâóõ. Ìíîæåñòâî âñåõ
ñëîâ â àëôàâèòå {a1, a2} ðàçáèâàåòñÿ íà òðè êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè, äâà
èç êîòîðûõ ñóòü {Λ} è {a1, a2}. Èõ îáúåäèíåíèå äà¼ò èñêîìîå ìíîæåñòâî
{Λ, a1, a2}.
d) Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñëîâ ā, b̄ ïîëàãàåì ā ∼ b̄ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà ëèáî ā, b̄ ñóòü ñëîâà âèäà an1 (âîçìîæíî, ðàçëè÷íûå), ëèáî ā, b̄ ñóòü
ñëîâà âèäà an1a2 (òàêæå äîïóñêàþòñÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà n),
ëèáî ā, b̄ íå èìåþò âèäà an1 èëè an1a2. Ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå
{a1, a2} ðàçáèâàåòñÿ íà òðè êëàññà ýêâèâàëåíòíñîòè, îäèí èç êîòîðûõ
åñòü èñêîìîå ìíîæåñòâî {an1a2 : n ≥ 0}.
4. Ïðîùå âñåãî îïðåäåëèòü ýêâèâàëåíòíîñòü òàê, ÷òîáû êëàññû ýêâè-

âàëåíòíîñòè ñîñòîÿëè èç âñåõ ñëîâ äëèíû ñîîòâåòñòâåííî kn, kn+ 1, . . . ,
kn+ n− 1 (k = 0, 1, . . .).
5. Ýòó çàäà÷ó ëó÷øå ðåøàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì íåäåòåðìèíèðîâàí-

íûõ àâòîìàòîâ ëèáî ðåãóëÿðíûõ ìíîæåñòâ è òåîðåìû Êëèíè. Â ïîñëåä-
íåì ñëó÷àå ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ îïåðàöèåé îáðàùåíèÿ. Íåòðóäíî âè-
äåòü, äëÿ âñÿêîé ëåâîèíâàðèàíòíîé ýêâèâàëåíòíîñòè êîíå÷íîãî èíäåê-
ñà ∼l ìîæíî îïðåäåëèòü àíàëîãè÷íóþ ïðîâîèíâàðèàíòíóþ ýêâèâàëåíò-
íîñòü êîíå÷íîãî èíäåêñà ∼r, ïðè÷¼ì ïðîèçâîëüíûå ñëîâà ā, b̄ áóäóò ýê-
âèâàëåíòíû â ñìûñëå îòíîøåíèÿ ∼l â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
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ýêâèâàëåíòíû â ñìûñëå îòíîøåíèÿ ∼r îáðàùåíèÿ ñëîâ ā, b̄.
6. d) Ìîæíî âçÿòü òðè ìíîæåñòâà: ¾÷¼òíàÿ äëèíà¿, ¾íà÷àëî a1¿, ¾÷å-

ðåäîâàíèå a1 è a2¿.
7. Ïóñòü A = (A,Q, f, I, F ) � èñòî÷íèê ñ ìíîæåñòâîì íà÷àëüíûõ ñî-

ñòîÿíèé I. Åñëè I ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ñîñòîÿíèé, òîD(A) åñòü îáúåäè-
íåíèå âñåõ ìíîæåñòâ, äîïóñòèìûõ àâòîìàòàìè (A,Q, f, qj, F ), ãäå qj ∈ I.
Ïîýòîìó äàëåå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èñòî÷íèêè, èìåþùèå òîëüêî îä-
íî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå. Ïóñòü A′ = (A,Q, f, q1, F ) � òàêîé èñòî÷íèê.
Ââåä¼ì íîâîå ñîñòîÿíèå q′, íå ïðèíàäëåæàùåå ìíîæåñòâó Q. Îïðåäåëèì
íåäåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò A′′ = (A,Q ∪ {q′}, f ′, q1, F ), ãäå ôóíê-
öèÿ ïåðåõîäîâ f ′ ïîëó÷àåòñÿ èç ôóíêöèè f ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè
ai ∈ A, qj ∈ Q è f(ai, qj) îïðåäåëåíî, òî ïóñòü f ′(ai, qj) = f(ai, qj). Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàåì f ′(ai, qj) = q′. Äëÿ âñåõ áóêâ ai ïîëàãàåì òàêæå
f ′(ai, q

′) = q′. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà
A′′ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî D(A′′) = D(A).
8. (a1 ∪ a2)

∗ · a2 · a2 · a1 · (a1 ∪ a2)
∗.

9. Îäèí ðàç. Åñëè ñëîâî ā ñîñòîèò èç n áóêâ, òî ñíà÷àëà ïîëó÷àåì
ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå A, èìåþùèõ äëèíó áîëüøå n:

(a1 ∪ . . . ∪ ak) · . . . · (a1 ∪ . . . ∪ ak)︸ ︷︷ ︸
n+ 1

·(a1 ∪ . . . ∪ ak)∗.

Çàòåì ê ýòîìó ìíîæåñòâó ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ äîáàâëÿåì
âñå ñëîâà äëèíû, íå ïðåâîñõîäÿùåé n, îòëè÷íûå îò ā.
10. a) Ïóñòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ñëîâ ā1, . . . , ān è, íàïðè-

ìåð, āi = ai1 . . . ais. Òîãäà ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå ai1 · . . . · ais (ñêîáêè
îïóñêàåì) îïðåäåëÿåò ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ñëîâà
āi. Äàëåå ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ îáðàçóåì ðåãóëÿðíîå âûðà-
æåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî {ā1, . . . ān}.
b) Ïóñòü X = {a1, a2}∗ \ {ā1, . . . , ān} è m � ìàêñèìóì èç äëèí ñëîâ
ā1, . . . , ān. Ñíà÷àëà îáðàçóåì ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå

(a1 ∪ a2) · . . . · (a1 ∪ a2)︸ ︷︷ ︸
m+ 1

·(a1 ∪ a2)
∗,

êîòîðîå îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå {a1, a2}, èìåþùèõ
äëèíó áîëüøå m. Çàòåì, ïîëüçóÿñü ï. a) çàäà÷è, ñòðîèì ðåãóëÿðíîå âû-
ðàæåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ äëèíû, íå ïðåâîñõî-
äÿùåé m, è îòëè÷íûõ îò ñëîâ ā1, . . . , an. Íà ïîñëåäíåì ýòàïå ñ ïîìîùüþ
çíàêà ∪ ñîåäèíÿåì ïîëó÷åííûå ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ.
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c) Èñêîìîå ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì âûðàæåíèåì (ā1 ∪ . . .∪
ān)
∗, åñëè â ýòî ìíîæåñòâî âêëþ÷èòü ïóñòîå ñëîâî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ñëåäóåò âçÿòü ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå

(ā1 ∪ . . . ∪ ān) · (ā1 ∪ . . . ∪ ān)∗.

d) Åñëè ā = Λ, òî èñêîìîå ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå åñòü (a1 ∪ a2)
∗. Ïóñòü

ā 6= Λ è ā = ai1 . . . ais. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèì ðåãóëÿðíûì âûðàæåíèåì
áóäåò âûðàæåíèå

(a1 ∪ a2)
∗ · ai1 · . . . · ais · (a1 ∪ a2)

∗.

e) Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëîâî ā íåïóñòî (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèåì
çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅). Ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå ðåøå-
íèå çàäà÷è äîâîëüíî ãðîìîçäêî, ðàññìîòðèì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ. Ïóñòü
ā = a1. Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, íå ñîäåðæàùèõ áóêâû a1, � ýòî ìíî-
æåñòâî âñåõ ñëîâ, ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç áóêâû a2 (âêëþ÷àÿ ïóñòîå ñëî-
âî). Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå èìååò âèä a∗2. Ïóñòü òåïåðü
ā = a1a1a2. Òîãäà ïðîèçâîëüíîå ñëîâî, íå ñîäåðæàùåå ïîäñëîâî a1a1a2,
èìååò âèä

ak12 a1a
l1
2 a1a

l2
2 . . . a1a

lp
2 a

k2
1 ,

ãäå k1, k2, p � ïðîèçâîëüíûå íåîòðèöèàòåëüíûå, à l1, . . . , lp � ïðîèçâîëü-
íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóåò âèä ðåãóëÿðíî-
ãî âûðàæåíèÿ, ðåøàþùåãî ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó: a∗2 · (a1 · a∗2 · a2)

∗ · a∗1.
Îòìåòèì åù¼, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà ā çàäà÷ó ïðîùå ðåøèòü, åñ-
ëè ñíà÷àëà îïðåäåëèòü äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò, êîòîðûé äîïóñêàåò
ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, ñîäåðæàùèõ â êà÷åñòâå ïîäñëîâà ñëîâî ā. Çàòåì
ñëåäóåò ïåðåéòè ê äîïîëíåíèþ ýòîãî ìíîæåñòâà è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåî-
ðåìîé Êëèíè.
11. Íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì æå ïðè¼ìîì, ÷òî è ïðè äîêàçà-

òåëüñòâå âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû Êëèíè. Îòëè÷èå â äîêàçàòåëüñòâå áóäåò
ñîñòîÿòü â òîì, ÷òî ïåðåõîä èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â íåïîñðåäñòâåííî ñëå-
äóþùåå ñîñòîÿíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñëîâà, êîòîðîå, âîîáùå
ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ áóêâîé âõîäíîãî àëôàâèòà.
12. Íåîáõîäèìî ïðèìåíèòü òåîðåìó Êëèíè. Åñëè ðåãóëÿðíîå âûðà-

æåíèå α íàä àëôàâèòîì A îïðåäåëÿåò êîíå÷íî-àâòîìàòíîå ìíîæåñòâî
X, à ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ β1, . . . , βk íàä àëôàâèòîì B � êîíå÷íî-
àâòîìàòíûå ìíîæåñòâà Y1, . . . , Yk, òî, êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, ìíîæå-
ñòâî X[Y1, . . . , Yk] áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ðåãóëÿðíûì âûðàæåíèåì, êîòîðîå
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ïîîëó÷àåòñÿ èç ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ α çàìåíîé ñèìâîëîâ a1, . . . , ak ñî-
îòâåòñòâåííî ðåãóëÿðíûìè âûðàæåíèÿìè β1, . . . , βk. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî
X[Y1, . . . , Yk] òàêæå êîíå÷íî-àâòîìàòíî.
13. Ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåãóëÿðíûìè âûðàæåíèÿìè. Èç îïåðà-

öèé îáúåäèíåíèÿ, ïðîèçâåäåíèÿ è èòåðàöèè íà ïîðÿäîê áóêâ â ñëîâàõ
âëèÿíèå îêàçûâàåò òîëüêî îïåðàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ. Ïîýòîìó åñëè ðåãó-
ëÿðíîå âûðàæåíèå α îïðåäåëÿåò êîíå÷íî-àâòîìàòíîå ìíîæåñòâî X, òî
îáðàùåíèå ìíîæåñòâàX áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ðåãóëÿðíûì âûðàæåíèåì β,
êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç α îäíîâðåìåííîé ïåðåñòàíîâêîé âñåõ ñîìíîæèòå-
ëåé â ïðîèçâåäåíèÿõ. Èíà÷å ãîâîðÿ, ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå β íåîáõîäèìî
îïðåäåëèòü ïàðàëëåëüíî èíäóêòèâíîìó îïðåäåëåíèþ âûðàæåíèÿ α. Ïðè
ýòîì ïï. 1�3 â îïðåäåëåíèè ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ α ïåðåíîñÿòñÿ áåç
èçìåíåíèÿ è íà âûðàæåíèå β, à â ï. 4 ïðè ïåðåõîäå îò α ê β íåîáõîäèìî
â ïðîèçâåäåíèè ïîìåíÿòü ïîðÿäîê ñîìíîæèòåëåé.

Ãëàâà 3.
1.

q1 q2

q3q4

0, 0
∗ 1, 0

1, 0

0, 0

1, 1

0, 1

1, 1

0, 1

2. Âåñ ðàâåí 4.
3. 1),3) äà, 2),4),5) íåò.
4. 1) 3 îñòàòî÷íûå ôóíêöèè, êîòîðûå îòâå÷àþò âõîäíûì ñëîâàì Λ, 0, 1;

2) 2 îñòàòî÷íûå ôóíêöèè, êîòîðûå îòâå÷àþò âõîäíûì ñëîâàì Λ, 0; 3) áåñ-
êîíå÷íîå ÷èñëî îñòàòî÷íûõ ôóíêöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ,
íàïðèìåð, ñëîâîì 0n, (n > 0).
5. 1) âåñ ðàâåí 2, 2) âåñ ðàâåí 4, 3) âåñ ðàâåí 3, 4) âåñ ðàâåí 2.
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6. 1) 
y1(t) = q̄1(t− 1),
q1(t) = q1(t− 1)→ q2(t− 1),
q2(t) = x̄(t),
q1(0) = q2(0) = 0,

âåñ ñóïåðïîçèöèè ðàâåí 3. 2) Âåñ ðàâåí 5.
3) 

y(t) = q1(t− 1),
q1(t) = x̄(t) · q2(t− 1) ∨ q1(t− 1),
q2(t) = x(t),
q1(0) = 0, q2(0) = 1,

âåñ ñóïåðïîçèöèè ðàâåí 2.
7. 1) 

y(t) = x2(t),
q(t) = 1,
q(0) = 0,

âåñ ïîëó÷åííîé ôóíêöèè ðàâåí 1.
2á) 

y(t) = 1,
q1(t) = q1(t− 1)⊕ q2(t− 1),
q2(t) = x1(t)⊕ q1(t− 1),
q1(0) = q2(0) = 0,

âåñ ïîëó÷åííîé ôóíêöèè ðàâåí 1.
8. Ïîäîáíûå çàäà÷è òðàäèöèîííî ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ

ñõåì, ñîñòîÿùèõ èç àâòîìàòíûõ ýëåìåíòîâ. Òàê æå, êàê äëÿ ñõåì èç
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ñòðîèòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ âõîäíû-
ìè ïîëþñàìè (âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå âõîäíûì ïåðåìåííûì x), âû-
õîäíûìè ïîëþñàìè (âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå âûõîäíûì ïåðåìåííûì
y) è âåðøèíàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè àâòîìàòíûì ýëåìåíòàì f∨, f&, f−, ç
(íèæå â ñõåìå ìû îñòàâëÿåì òîëüêî ñèìâîëû ∨,&, �, ç). Â ãðàôå äî-
ïóñêàþòñÿ îðèåíòèðîâàííûå öèêëû, êîòîðûå îáÿçàòåëüíî äîëæíû ïðî-
õîäèòü ÷åðåç ýëåìåíòû çàäåðæêè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ ñõåì íåòðóäíî
âîññòàíîâèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè è
ââåäåíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè, ïðèâîäÿùóþ â èòîãå ê ïîñòðîåíèþ èñêîìûõ
ôóíêöèé íà îñíîâå çàäàííûõ àâòîìàòíûõ ôóíêöèé. Â ïðèâîäèìûõ äà-
ëåå äâóõ ñõåìàõ ïðÿìîóãîëüíèêàìè âûäåëåíû ÷àñòè ñõåì, êîòîðûå íå
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x q′

y

z

· · ·
∨

x1 q′1x2 q′2

y1 y2

z z∨ · ∨ ∨

∨ ∨

ñîäåðæàò ýëåìåíòîâ çàäåðæêè è êîòîðûå îïðåäåëÿþò òîëüêî èñòèííîñò-
íûå ôóíêöèè.
9. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñóïåðïîçèöèÿìè ôóíêöèè f1 ìîæíî ïîëó÷èòü âñå

èñòèííîñòíûå ôóíêöèè èç êëàññà Pêà,2. Äàëåå ïîäñòàíîâêîé èñòèííîñò-
íûõ ôóíêöèé-êîíñòàíò â ôóíêöèþ f2 îáðàçóåì åäèíè÷íóþ çàäåðæêó.
Ãëàâà 4.
1. Ïóñòü ïðîãðàììà ìàøèíû Òüþðèíãà M ñîäåðæèò êîìàíäó (4.1),

ãäå D = S. Äîáàâèì ê ìíîæåñòâó ñîñòîÿíèé ìàøèíûM íîâîå ñîñòîÿíèå
q′s, à êîìàíäó (4.1) çàìåíèì ñåðèåé èç k + 2 êîìàíä

aiqj → alLq
′
s, amq

′
s → amRqs (l = 0, 1, . . . , k).

Ïðîäåëàâ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ñî âñåìè êîìàíäàìè ìàøèíû M, ñîäåð-
æàùèìè ñèìâîë S, ïîëó÷èì ïðîãðàììó ìàøèíû ÒüþðèíãàM′, êîòîðàÿ
ýêâèâàëåíòíà ìàøèíåM.
2.Ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ: ñòåðåòü ïåð-

âóþ åäèíèöó îñíîâíîãî êîäà, ïðîáåæàòü ñëåâà íàïðàâî îñòàâøèéñÿ ìàñ-
ñèâ èç åäèíèö (åñëè îí åñòü), çàìåíèòü ðàçäåëèòåëüíûé íóëü åäèíèöåé,
âåðíóòüñÿ ê íà÷àëó ïîëó÷åííîãî ìàññèâà èç åäèíèö, ñòåðåòü â íåì ïåðâóþ
åäèíèöó, ñäâèíóòüñÿ âïðàâî íà îäíó êëåòêó è îñòàíîâèòüñÿ.
3. Ìîæåò, òîëüêî ýòè ôóíêöèè äîëæíû çàâèñåòü îò ðàçëè÷íîãî ÷èñëà

ïåðåìåííûõ. Îäíà èç ïðîñòåéøèõ ìàøèí òàêîãî òèïà ïðàâèëüíî âû÷èñ-
ëÿåò ôóíêöèè x+ 1 è x+ y + 2. Äëÿ ýòîãî îíà ïðîáåãàåò ñëåâà íàïðàâî
ïåðâûé ìàññèâ èç åäèíèö, çàìåíÿåò ñòîÿùèé ñïðàâà 0 íà 1 è çàòåì âîç-
âðàùàåòñÿ íà ïåðâóþ åäèíèöó âíîâü îáðàçîâàâøåãîñÿ ìàññèâà.
4. Ìîæíî. Äîñòàòî÷íî äëÿ ìàøèíû M′ ïîìåíÿòü ðîëÿìè ¾ëåâî¿ è
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¾ïðàâî¿. Èíûìè ñëîâàìè, îñíîâíîé êîä íàáîðà (x1, . . . , xn) ñëåäóåò ïðå-
îáðàçîâàòü â îñíîâíîé êîä íàáîðà (xn, . . . , x1), à â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè ãîëîâêó ìàøèíûM′ óñòàíîâèòü íà ñàìóþ ïðàâóþ åäèíèöó îñ-
íîâíîãî êîäà.
6. Ñíà÷àëà ñëåäóåò çàïèñàòü ñèìâîë 1 ñëåâà èëè ñïðàâà îò îñíîâíîãî

êîäà, îòñòóïèâ íà îäíó ïóñòóþ êëåòêó. Çàòåì (ýòè äåéñòâèÿ áóäóò öèê-
ëè÷åñêè ïîâòîðÿòüñÿ) íåîáõîäèìî â îñíîâíîì êîäå ÷èñëà x çàìåíèòü äâå
êðàéíèå åäèíèöû íóëÿìè (ñîáëþäàéòå îñòîðîæíîñòü: îíè ìîãóò îêàçàòü-
ñÿ ïîñëåäíèìè), äîáàâèòü åäèíèöó ê ðàíåå ïîñòàâëåííîé åäèíèöå è ò.ä.
7. Äëÿ ñëó÷àÿ l = 3 ïðîãðàììà ìàøèíûM6 âûãëÿäèò òàê:

q1 q2 q3 q4 q5 q6 q1
6 q2

6

0 0Rq2 0Rq2 0Lq7 � 0Lq5 1Lq1
6 1Lq2

6 1Sq1

1 1Rq1 1Rq3 1Lq4 0Lq5 1Lq6 1Lq6 � �

q7 q8 q9 q1
9 q2

9

0 � 0Lq8 1Lq1
9 1Lq2

9 1Sq0

1 0Lq8 1Lq9 1Lq9 � �

Äâîéíûìè âåðòèêàëüíûìè îòðåçêàìè îòäåëåíû ÷àñòè ìàøèíûM6, êî-
òîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñàìîñòîÿòåëüíûå ìàøèíû Òüþðèíãà.
9. Äëÿ âñÿêîé ìàøèíû ÒüþðèíãàM ìîæíî ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíóþ

ìàøèíó Òüþðèíãà, åñëè äîïèñàòü ê ïðîãðàììå ìàøèíû M ïðîèçâîëü-
íóþ ¾ôèêòèâíóþ¿ ÷àñòü (ñîñòîÿíèÿ è êîìàíäû, êîòîðûå íå ñâÿçàíû ñ
ñîñòîÿíèÿìè ìàøèíûM).
10. Ïóñòü ôóíêöèÿ U(x, 2x) èìååò âñþäó îïðåäåëåííîå âû÷èñëèìîå

äîîïðåäåëåíèå V (x). Òîãäà ôóíêöèÿ V (x) + 1 òàêæå âñþäó îïðåäåëåíà è
âû÷èñëèìàà. Âîçüìåì òàêîå n, ÷òîáû âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ U(n, 2x) êàê
ôóíêöèÿ îò x ñîâïàäàëà ñ ôóíêöèåé V (x) + 1, ò.å. U(n, 2x) = V (x) + 1.
Ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå, åñëè ïîëîæèì x = n.
11. Ïóñòü ôóíêöèÿ U(n, x) âû÷èñëèìà íà ìàøèíå Òüþðèíãà U , à

ôóíêöèÿ U(n0, x) îïðåäåëåíà õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå. Ðàññìîòðèì àë-
ãîðèòì âû÷èñëåíèÿ âñþäó îïðåäåëåííîé ôóíêöèè f(n, x, t), êîòîðàÿ ïå-
ðå÷èñëÿåò ìíîæåñòâî M . Çàïóñêàåì ìàøèíó U íà ïàðå (n, x) è ¾ïðîñëå-
æèâàåì¿ âû÷èñëåíèå â òå÷åíèå t òàêòîâ. Åñëè ìàøèíà U çà ýòî âðåìÿ
çàêàí÷èâàåò âû÷èñëåíèå, òî ïîëàãàåì f(n, x, t) = n. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïîëàãàåì f(n, x, t) = n0.
12. 1. Ïóñòü p(x) = akx

k + . . . + a1x + a0, ãäå k > 1, ak 6= 0, è
a = max{ak, . . . , a1, a0}. Òîãäà âîçìîæíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y = p(x)
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çàêëþ÷åíî â ïðåäåëàõ

k

√
y

a(k + 1)
6 x 6 k

√
y

ak
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíà |x| äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà x áóäåò íàõîäèòüñÿ â
ïðåäåëàõ

[(|y| − |a(k + 1)| − 1)/k] 6 |x| 6 d(|y| − |ak|+ 1)/k)e.

Èç ýòîé ôîðìóëû âèäíî, ÷òî èíòåðâàë äëÿ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé âåëè÷è-
íû |x| èìååò êîíñòàíòíóþ äëèíó (çàâèñÿùóþ òîëüêî îò ïîëèíîìà p). Äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü çíà÷å-
íèÿ ïîëèíîìà p è ñðàâíèòü èõ ñî çíà÷åíèåì y. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîëèíî-
ìèàëüíîìó ïåðåáîðíîìó àëãîðèòìó.
2. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è èç ï.1.
3. Äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ y = cx ñëåäóò, íàïðèìåð, ïåðåáðàòü
âñå çíà÷åíèÿ x, íå ïðåâîñõîäÿùèå [log2 y/ log2 c] 6 |y|+1, è ïðîâåðèòü âû-
ïîëíåíèå ðàâåíñòâà y = cx. Ïîñêîëüêó êàæäîå óìíîæåíèå íà êîíñòàíòó c
âûïîëíÿåòñÿ çà íå áîëåå ÷åì êâàäðàòè÷íîå (îò äëèíû çàïèñè àðãóìåíòà)
âðåìÿ, ïðèõîäèì ê ïîëèíîìèàëüíîìó âðåìåíè ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è.
4. Íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî ïðèâåñòè êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ê äèàãî-
íàëüíîìó âèäó.
13. 1. Íåîáõîäèìî ñíà÷àëà âûäåëèòü ñóùåñòâåííûå ïåðåìåííûå ôóíê-

öèè, à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà
1 íà íàáîðàõ (äëÿ ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ) ëèáî òîëüêî ñ íå÷åòíûì,
ëèáî òîëüêî ñ ÷åòíûì ÷èñëîì åäèíèö.
2. Â ñëó÷àå çàäàíèÿ òàáëèöåé çíà÷åíèé ìîæíî âïðÿìóþ âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ îïðåäåëåíèåì ìîíîòîííîé ôóíêöèè. Â ñëó÷àå ïîëèíîìà Æåãàëêèíà
íåîáõîäèìî ïðèìåíèòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ôóíêöèÿ F (x1, . . . , xn)
ìîíîòîííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè ëþáîì i (1 6 i 6 n) ñïðàâåä-
ëèâî òîæäåñòâî

f(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1 . . . , xn) · (f(x1, . . . , xi−1, 1, xi+1 . . . , xn)⊕ 1) = 0.

3. Ìîæíî ïðîâåðèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà âñåõ ïàðàõ ïðîòèâîïîëîæíûõ
íàáîðîâ.
14. 2. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � äàííàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ ïðîâåðêè íåëèíåé-

íîñòè ôóíêöèè f äîñòàòî÷íî íàéòè òàêèå ÷èñëà i, j (1 6 i < j 6 n) è
òàêîé íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ôóíêöèè f , îòëè÷íûõ îò xi, xj, ÷òî
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ïðè ïîäñòàíîâêå ýòèõ çíà÷åíèé â ÄÍÔ ôóíêöèè f îáðàçóåòñÿ íåëèíåé-
íàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííûõ xi, xj.
15. 1�3. Â êàæäîé èç çàäà÷ íåäåòåðìèíèðîâàííî ïîðîæäàåòñÿ òðåáóå-

ìîå ìíîæåñòâî èëè ôóíêöèÿ, à çàòåì äåòåðìèíèðîâàííî è çà ïîëèíîìè-
àëüíîå âðåìÿ ïðîâåðÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèå íàéäåííîãî îáúåêòà èìåþùèìñÿ
óñëîâèÿì.
16. 1. Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à ÂÛÏ P-ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ÊËÈÊÀ. Ïóñòü

K = D1 & D2 & . . .&Ds � ÊÍÔ ñ äèçúþíêòàìè Di = ti1 ∨ ti2 ∨ . . . ∨
timi

. Îáðàçóåì ãðàô G = (V,E). Êàæäîìó ëèòåðàëó tij èç K ñîïîñòàâèì
âåðøèíó vij ìíîæåñòâà V . Äàëåå ïîëàãàåì

(vi1j1, vi2j2) ∈ E ⇔ i1 6= j1 è ti2j2 6= t̄i1j1.

Òîãäà ÊÍÔ K áóäåò âûïîëíèìîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà â
ãðàôå G èìååòñÿ êëèêà ñ s âåðøèíàìè. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî ãðàô G
ýôôåêòèâíî ñòðîèòñÿ ïî ÊÍÔ K çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
2. Óñòàíîâèì P-ñâîäèìîñòü çàäà÷è ÊËÈÊÀ ê çàäà÷å ÂÅÐØÈÍÍÎÅ ÏÎ-
ÊÐÛÒÈÅ. Ïóñòü G = (V,E) � ãðàô, n = |V | è k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Ðàññìîòðèì ãðàô Ḡ = (V,E ′) � äîïîëíåíèå ãðàôà G, ãäå ïðè u 6= v
èìååì (u, v) ∈ E ′ ⇔ (u, v) /∈ E. Òîãäà ãðàô G ñîäåðæèò êëèêó ñ k
âåðøèíàìè â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ãðàô Ḡ èìååò âåðøèííîå
ïîêðûòèå ñ n− k âåðøèíàìè.
17. 1. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî NP-ïîëíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ñóùåñòâî-

âàíèè îäíîãî íàáîðà, íà êîòîðîì ÄÍÔ îáðàùàåòñÿ â íóëü. Â ñàìîì äåëå,
åñëè K � ÊÍÔ, òî K̄ ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê ÄÍÔ D òîãî æå ðàçìåðà. Ïðè
ýòîì K âûïîëíèìà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ÄÍÔ D îáðàùà-
åòñÿ â íóëü íà íåêîòîðîì íàáîðå. Ïåðåõîäÿ ê äâóì ïðîòèâîïîëîæíûì
íàáîðàì, ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíà ÄÍÔ D îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn è
ïåðåìåííûå t, y1, . . . , yn îòëè÷íû îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Ïóñòü ÄÍÔ
D1 ïîëó÷åíà èç ÄÍÔ D çàìåíîé êàæäîãî ëèòåðàëà x̄i ïåðåìåííîé yi è
D′ = t & D1 ∨ x1 & y1 ∨ . . . ∨ xn & yn. Òîãäà ÄÍÔ D îáðàùàåòñÿ â íóëü
â òîì òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ÄÍÔ D′ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ïàðå ïðî-
òèâîïîëîæíûõ íàáîðîâ.
2. Ïóñòü D � ÄÍÔ ôóíêöèè, íå ðàâíîé òîæäåñòâåííî íóëþ, t - ïåðåìåí-
íàÿ, êîòîðàÿ íå âñòðå÷àåòñÿ â D. Òîãäà ÄÍÔ D îáðàùàåòñÿ â íóëü íà
íåêîòîðîì íàáîðå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ÄÍÔ ôóíêöèè D& t
ðåàëèçóåò íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ.
3. Ïóñòü D è t òàêèå æå, êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å. Òîãäà ÄÍÔ D îá-
ðàùàåòñÿ â íóëü íà íåêîòîðîì íàáîðå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
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ÄÍÔ D ∨ t̄ ðåàëèçóåò íåìîíîòîííóþ ôóíêöèþ.
4. Èñïîëüçóåòñÿ êîíñòðóêöèÿ èç çàäà÷è 2.
18. Ôóíêöèþ I2

2(x1, x2) ìîæíî, íàïðèìåð, ïîëó÷èòü ïðèìèòèâíîé ðå-
êóðñèåé è ñóïåðïîçèöèåé èç ôóíêöèé 0, x+ 1 è I3

3 .
20. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî d > 1. Ôóíêöèÿ rm(x, d) ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ

ïåðèîäîì d. Ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(x) ñ ïåðèîäîì d ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà èç ôóíêöèè rm(x, d) ïîäõîäÿùåé çàìåíîé åå çíà÷åíèé
0, 1, . . . , d− 1 (ñ ïîìîùüþ, íàïðèìåð, óòâåðæäåíèÿ (4.2)).
21. Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ íóìåðàöèîííîé ôóíêöèåé c(x, y) (ñì. � 9)

è îáðàçîâàòü âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

f ′(x1, . . . , xn) = cd+1(f(x1, . . . , xn), . . . , f(x1, . . . , xn−1, xn + d)).

22. Ñëåäóåò n ðàç ïðèìåíèòü îïåðàöèþ îðàíè÷åííîãî ñóììèðîâàíèÿ
ê ôóíêöèè sg |P (x1, . . . , xn)−Q(x1, . . . , xn)|.
23. Ïóñòü h(y, z) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îòíîøåíèÿ g(z) = y.

Òîãäà
f(x, y) =

∑
z6x

(z · sg
∑
i<z

h(y, i))

(îïåðàöèÿ
∑

i<z îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è îïåðàöèÿ
∑

i6z).
24. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x ÷èñëî p(x+ 1) íå ïðåâîñõîäèò

âåëè÷èíû p(x)p(x). Ïîýòîìó ôóíêöèþ p(x) ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùåé
ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèåé:

p(0) = 2,

p(x+ 1) = íàèìåíüøåìó z, òàêîìó, ÷òî p(x) < z 6 p(x)p(x)

è Pr(z) èñòèííî.

25. Î÷åâèäíî, ÷òî f(0) = 4. Äàëåå, f(x+ 1) ðàâíî òàêîìó (åäèíñòâåí-
íîìó) ÷èñëó a (0 6 a 6 9), ÷òî(

1 +
f(0)

10
+ . . .+

f(x)

10x+1
+

a

10x+2

)2

< 2

è (
1 +

f(0)

10
+ . . .+

f(x)

10x+1
+
a+ 1

10x+2

)2

> 2.

Ýòè äâà ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(10x+2 + f(0) · 10x+1 + . . .+ f(x) · 10 + a)2 < 2 · 102(x+2),

(10x+2 + f(0) · 10x+1 + . . .+ f(x) · 10 + a+ 1)2 > 2 · 102(x+2).
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Îòñþäà íåòðóäíî óæå ïîëó÷èòü ñõåìó ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè, îïðåäåëÿ-
þùóþ ôóíêöèþ f(x).
26. Åñëè g(0, . . . , 0) = a, òî äëÿ ôóíêöèè f , ïîëó÷åííîé ñîãëàñíî (4.6),

èìååì f(0, . . . , 0, a) = 0.
27.

(µz)(x+ z = y) =

{
y − x, åñëè y > x,
íå îïðåäåëåíî, åñëè y < x,

(µz)(x · z = y) =


0, åñëè y = 0,
y/x, åñëè y 6= 0 è y äåëèòñÿ íàöåëî íà x,
íå îïðåäåëåíî â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,

(µz)(x− z = y) =

{
x− y, åñëè x > y,
íå îïðåäåëåíî, åñëè x < y,

(µz)(z − x = y) =

{
y, åñëè x = 0,
íå îïðåäåëåíî, åñëè x 6= 0,

(µz)(x/z = y) åñòü íèãäå íå îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ,

(µz)(z/x = y) =

{
xy, åñëè x 6= 0,
íå îïðåäåëåíî, åñëè x = 0.

28. g1(x, y) = |x− y|, g2(x, y) = [x/y] ïðè óñëîâèè, ÷òî [x/0] = 0.
29. Îïðåäåëèì ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíóþ ôóíêöèÿ g(x):

g(x) = a1 · sg |x− 1|+ . . .+ as · sg |x− s|+ a1 · sg |x− 1| · . . . · sg |x− s|.

Îíà ïðèíèìàåò ëèøü çíà÷åíèÿ a1, . . . , as. Èìååì

f(x) = sg((µy)(g(y) = x) + 1).

30. Èìååì g(x) = sg((µy)(l1(x, y) = 1) + 1).
31. Ðàñïîëîæèì âñå ïàðû ÷èñåë èç N â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:

(0, 0); (0, 1), (1, 0); (0, 2), (1, 1), (2, 0); (0, 3), . . .

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó ïîðÿäêó íóìåðóþùàÿ ôóíêöèÿ åñòü

x+
(x+ y)(x+ y + 1)

2
=

(x+ y)2 + 3x+ y

2
.

¾Îáðàòíûå¿ ôóíêöèè l(v) è r(v) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

l(v) = v ·− 1

2

[
[
√

8v + 1] + 1

2

] [
[
√

8v + 1] ·− 1

2

]
,
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r(v) =

[
[
√

8v + 1] + 1

2

]
·− (l(v) + 1).

32. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ
âû÷èñëèìà íà ìàøèíå Òüþðèíãà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (ïðè äâîè÷-
íîì êîäèðîâàíèè àðãóìåíòîâ). Òîãäà îíà, êîíå÷íî, áóäåò âû÷èñëèìà íà
ïîäõîäÿùåé ìàøèíå ÒüþðèíãàM çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ p(x1, . . . , xn)
ïðè êîäèðîâàíèè àðãóìåíòîâ îñíîâíûì êîäîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìè-
òèâíî ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ Code(x1, . . . , xn, p(x1, . . . , xn)) äàñò êîä çà-
êëþ÷èòåëüíîé êîíôèãóðàöèè ìàøèíû ÒüþðèíãàM. Äàëåå, êàê â äîêà-
çàòåëüñòâå òåîðåìû 4.6, ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûì îáðàçîì ¾èçâëåêàåì¿
èç ýòîãî êîäà çíà÷åíèå ôóíêöèè f . Òàêàÿ æå èäåÿ ïðèìåíèìà ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè îòíîøåíèé èç êëàññà NP.
33. Ïóñòü ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ïåðå÷èñëÿåò

íåïóñòîå ìíîæåñòâî ÷èñåë è a � íåêîòîðûé ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà.
Òîãäà (ñì. ïðåäñòàâëåíèå Êëèíè â òåîðåìå 4.6) ýòî ìíîæåñòâî ïåðå÷èñ-
ëèìî ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé ôóíêöèåé f ′(x1, . . . , xn, y), îïðåäåëÿåìîé
ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:

f ′(x1, . . . , xn, y) =

{
G(x1, . . . , xn, y), åñëè Hf(x1, . . . , xn, y) = 0,
a â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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